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CALCUL DIFFERENTIEL 

APPLICATIONS GtiOM^TRIQUES 



CHAPITRE I. 

DES QUESTIONS DE GfiOMfcTRIE PLANE QUI DEPENDENT 
DES INFINIMENT PETITS DU PREMIER ORDRE. 



I. — Preliminaires. 

Conforme'ment aux regies que nous avons suiviesjusqu'ici, 
nous dirons qu'un point mobile est a l'infini, quand ce point 
sera susceptible de s'eloigner indefiniment. 

Deux lignes fixes ne se coupent jamais a l'infini, a pro- 
prement parler; deux courbes ne peuvent se rencontrer a l'in- 
fini qu'autant qu'on les considere comme limites de courbes 
variables. 

Considerons deux courbes representees par les equations 

des degr£s respectifs m et n. S'il n'existe aucune relation 
L. — Traite d' Analyse, II. i 
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entre les coefficients de ces courbes, elles se cotiperont en ran 
points r£els ou imaginaires. Pour des valeurs particuli6res 
des coefficients de cp et ty, certains points d'intersection 
auront pu disparaitre, et, si Ton fait tendre les coefficients 
vers ces valeurs particuli&res, on voit les points qui vont dis- 
paraitre s'^loigner ind£finimcnt; on peut done dire que les 
points qui ont disparu sont a l'infini, et que deux courbes de 
degr^s m et n se coupent toujours en mn points, en comptant 
ceux qui sont a Yinfinu 



II. — Coordonnees homog6nes. 

II y a souvent un immense avantage a repr£senter les coor- 
donnees d'un point, non plus par x ety, mais par - et ^-- De 

cette fag on, les Equations des courbes deviennent homogenes 
en #, y, z, et il est facile de repasser de ces coordonn^es 
homogenes aux coordonnees ordinaires ; il suffit pour cela de 
supposer z = i . Nous aurons plusieurs fois l'occasion d'ap- 
pr^cier Futility de ces coordonnees. 

Pour le moment, nous observerons que le cbangemenl de 

x ety en - et ^ n altere pas le degr6 d'une courbe alg£brique 

apr&s l'£vanouissementdes denominateurs. Ainsi, par exemple, 
la droite representee par 

ax -+- by •+- c = o, 
apres le changement de x ety en -- et ^> prend pour Equation 

ax by 

h — -4- c = o, 

z z 

ou 

(i) ax -+- by -h cz = o. 

Quand on suppose que le z d'un point tend vers z£ro, ce point 
se transporte a l'infini, si Ton suppose, comme on le fait tou- 
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jours, que x, y> z restent finis; liquation z = o convient 
done a lous les points situ£s a l'infini. 

Si Ton convient de dire que Fequation (i) repr£sente tou- 
jours une droite, quels que soient a, 6, c, r£els, imaginaires, 
nuls ou differents de zero, cz = o ou z = o repr£sentera une 
droite ayant tous les points a Finfini ; e'est ce que Ton appelle 
la droite de Vinfini. 

Quand tous les points d'une courbe de degre* m se sont 
transports a l'infini, liquation de cette courbe prend la 
forme cz m = o; elle doit alors 6tre consideVEe comme requite 
a m droites confondues et transporters a l'infini. 

Les points a Finfini sur une courbe s'obtiendront en faisant 
z = o dans Fequation rendue homogene de cette courbe; on 
dira alors qu'on Fa coupie par la droite de Vinjini. 

Par exemple, la courbe du second degr6 

A T* -f- k'y* -+- A'z* -*- a ftyz -+- a B'xz ■+- 2 B'xy = o, 

coupee par la droite de Finfini 5 = 0, fournit les points don- 
n£s par les Equations 

z = o et A#*-h %B"xy-\- A'^* = o. 

La derniere de ces Equations fournit les directions — dans 

^ x 

lesquelles les points s'eloignent sur la courbe; si cette Equa- 
tion a une solution double en — > deux points a Finfini doivent 
£tre considers comme confondus, et Fon a 

B**-A'A = o; 

la courbe est une parabole. On peut done dire que la para- 
bole touche la droite de Finfini, et que toute courbe du 
second degre* qui touche la droite de Finfini est une parabole. 
On sait que Fensemble des termes de degre* le plus eleve* 
dans une equation, Egal£ a z£ro, reprEsente le faisceau des 
directions asymptotiques. D'apres ce que nous venons de 
voir, le faisceau des directions asymptotiques coupe la droile 
de Finfini aux m£mes points que la courbe elle-m£me. Les 
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droites asymptotiques sont, si l'on veut, des droites rencon- 
trant la courbe en un point a l'infini. 

II etait bon, je crois, de rappeler ces principes, a cause d« 
leur grand e importance. 

III. — Sur les taiigentes aux courbes planes. 

La tangente a une courbe en un point M est, comme Ton 
sait, la limite vers laquelle converge une s£cante passant par 
le point M, quand un second point d'intersection tend a se 
confondre avec le point M. Rapportons (fig. i) la courbe a 




deux axes Ox, Oy\ si Ton considere la s£cante MM' el les 
coordonnAes OP = x, PM =y du point M, les coordonne>s 
OF et P^M' du point M' pourront e*tre representees par 
x -+- bx et y + Ay, et Ton aura 

(i) NM' = Aj, PP' = MN = A#. 

Le coefficient angulaire de la s6cante MM' sera -^^ = -^- ; 

° MN ix ' 

ce coefficient tend vers la limite y f =-^, quand bx tend 

vers zero, c'est-a-dire quand le point M' se rapproche de M. 
Ainsi le coefficient angulaire de la tangente a une courbe 
est la dirwie de Vordonn&e du point de contact consider?? 
comme f one tion de I'abscisse. 

Soit MK la tangente en M (et cette tangente n'existera 
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que si ->- lui-m6me existe), soit K le point ou elle rencontre 
Pordonn6e PM'; on aura 

NK = MN./ 
ou bien 

(a) INK = bx.y=y'dx = dy. 

Ainsi la longueur INK est la representation g£ometrique de 
la valeur de la diffe>entielle dy. La longueur M'K, difference 
entre A^ = NM' et rf^ = NK, est done du second ordre, et 
il en sera de me* me de la distance du point M' a la tangente MK 
a fortiori; done 

La distance d*un point d*une courbe a la tangente 
menee par le point injiniment voisin est du second ordre. 

IV. — Equations diverses de la tangente. 

Liquation de la tangente a une courbe en un point donne" 
de la courbe est facile a ecrire, quand Pordonnee de ce point 
est connue en fonction de l'abscisse, puisqurTon connaft 
son coefficient angulai re. On peut d'ailleurs la trouver direc- 
tement comme il suit. Soient x, y les coordonnees du point 
de contact M ; x -+- A#, y -+- by ceux d'un point voisin M' 
pris sur la courbe ; en appelant X et Y les coordonnees cou- 
rantes, liquation de la s£cante MM 7 sera 

Y-, = (X-*)g, 
et, quand M' se confond avec M, 

e'est liquation de la tangente. Quand y et x sont donn£s en 
fonction d'un parametre t, on d£signe par^ 7 et x* les deriv6es 
de x et y relatives a *, et Ton a 

dy _ y d t _ y # 

dx x' dt x 
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la formule (i) devient alors 

(Y-y)x'-(X-x)y' = o, 
ou encore 

(a) ( Y —y)dx - (X - x) dy = o. 

Quand x el y sont lies entre eux. par une relation de la 
forme 

(3) /(a? >y ) = 0| 
on a 

cte ft 

f\ et/ a d6signant, pourabreger, -p» -~; liquation (i) devient 
alors, en remplagant -^ par cette valeur, 

(4) (Y- 7 )/,+-(X -*)/, = <>. 

Nous indiquerons encore un autre moyen de parvenir & cette 
Equation : la formule (3) differentiae donne 

ft dx -h/j dy = o, 

et fait connaitre -r-i ou des quantit£s proportionnelles a dx y 

dy; si done on porte les quantity / 2 et — f K dans (2) k la 
place de dx et dy, on trouve la formule (4). Cette mAthode 
a l'avantage de faire connaitre les tangentes en M quand la 
courbe en a plusieurs ou quand f t et/ 2 sont nuls, ce qui re- 
vient au mime, comme on le verra plus tard. 

Si en effet/i et/ 2 £taient nuls. en differentiant deux fois (3), 
on aurait 

/, d*x-*-f x d*y -+-/ u dx* -t- if xl dxdy -+-f tl dy* — o, 

/ii,/u,/.a d^signantg, ^, ^ 

ou 

fndx* + a/n dxdy -+-/„ dy* = o. 
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En £liminant dx, dy au moyen de (2), on a liquation des 
tangentes 

/n(X-*)i-*-a/ 11 (X-*)(Y- tr )-4-/ 11 (Y- i 7r)« = o. 

Enfin liquation de la tangente est encore susceptible d'une 
forme 6l£gante dont nous aurons a faire souvent usage, et que 
nous allons faire connaitre. 

Si Ton rend liquation (3) homogene par l'introduction 
de la variable z que Ton prendra £gale a 1 , apres les diffe- 
rentiations, on aura 

(5) m/ = x/ l -hy/ t -hzf Zl 

f % d£signant la d£riv£e -4- et m le degre" de rhomog6ne4te* ; or 
liquation (4) peut s'6crire 

(6) X/t + Y/,-1/,-7/^0; 

et, en observant que pour un point (#, y) pris sur la courbe 
le premier membre de (5) est nul, on a 

et par suite (6) devient, en observant que Z = z = 1 , 

X/i -«- Y/ t + Z/, = o, 
Equation tres simple et tres sym£trique. 

V. — Quelques mots sur les points singuliers. 

Un point singulier d'une courbe est un point pour lequel, 
Vy 6 tant consid£re* comme fonction de Yx 9 Ay n'est pas d£ve- 
loppable par la formule de Taylor. Nous ferons plus loin la 
th£orie complete de ces points ; pour le moment nous nous 
bornerons aux indications suivantes. 

Les points d 7 arr£t sont ceux ou la courbe subit un arrSt 
dans sa marche : y = (log#)~' a un point d'arrfit a l'origine. 

Les points anguleux sont ceux ou -~- est discontinu. 
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Les points isotes sont ceux pour lesquels y a une valeur 
re^elle, mais autour desquels^ cesse d'etre re*el : ainsi 

y* -+- x* — x*y* = o 

pr^sente un point isole* k 1'origine. 

Les points multiples sont ceux par lesquels il passe plu- 

sieurs branches de courbe : xy -\- x* — y* = o a un point 

double k 1'origine; xy(x -\-y)=o 9 qui repr^sente trois 

droites, zun point triple k Forigine, etc. 

Les points de rebroussement sont des points ou deux 

p. 
branches de courbe se touchent : y = x* a un rebroussement 

a l'origine. 

Fig. a. Fig. 3. Fig. 4. 

X 

'/ Y- 

A est un point d'arret. Aestun point isole 1 . A est un point anguleux. 




Fig. 5. 
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Fig. 6. 




Fig. 7. 
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A est un point double. A est un point triple. A est un rebroussement. 

Un point d'une courbe /= o, ou j- = o et -p =0, est sin- 

gulier puisque Ton peut lui mener au moins deux tangentes 
etj^y est ind^termine. 



VI. — Sur nne propriete des tangentes. 

Si Von considhre une droite mobile coupant une courbe 
en deux points A, B, qui viennent se conjondre en un 
seul M, situe* sur la courbe, pour une position partial- 
Here de la droite, cette droite sera a la limite tangente a 
la courbe en M . 
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En effet, soient x, y les coordonnees du point M, soient 
jc f ,y el x* \y celles des points A et B; le coefficient angulaire 
de la s£cante AB est 



y'—y* 

«■ » * 

JT — J' 



or, s\y =f(x) est liquation de la courbe, ce rapport devient 

ar* — of * x'--x° -/^ A ^ 

X designant une valeur de x comprise entre x' et x". Mais, 
quand x* et x* tendent vers x, f'(X) tend vers/'(.r), qui est 
le coefficient angulaire de la tangente en x. 

Toutefois, pour que ce raisonnement ne soitpas en defaut, 
la fonction y=f(x) doit pouvoir se d^velopper par la for- 
mule de Taylor ( * ), pour la valeur x r de sa variable, et sa de- 
rivee doit 6tre continue. Le point M ne doit pas etre ce que 
Ton appelle un point singulier. 

VII. — Condition poor qu'une droite soit tangente a une courbe 

donnee. 

Soit 

liquation d'une courbe, 

(a) ax -* -by->rc = o 

celle d'une droite. Pour exprimer qu'elles sont tangentes, on 
peut identifier liquation (2) avec celle d'une tangente 

X/t + Y/^Z/i^o, 

X, Y, Z designant les coordonnees courantes. Alors liqua- 
tion (a) rendue homog&ne s'6crira 

aX -»- bY -- cZ — o, 

f ') Au moins limine aux termes du premier degr£, comme la demonstra- 
tion le suppose. 
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x y y, z designant les cordonnies du point de contact. L'iden- 
tification donne 

( w h. — f* — (±- 

W a ~ b ~ c' 

ces Equations font connaitre le point (a:, y, z) de contact; 
mais, pour que le contact ait lieu, il faut que les valeurs de 
x,y, z tiroes de la satisfassent a (i) et (2). II est facile de voir 
que, si elles satisfont a (1), elles satisfont a (2), car (3) donne 

A _A = A = * A -+-yft -*- *A = m f 

a b c ax -\- by -\- cz ax •+- by ■+- cz* 

m designant le degre de/, et, comme/= o, on a 

ax -+- by ■+- cz = o. 

Si de (3) on tire x, y, z pour les porter dans (1) ou (2), 
en d'autres termes, si Ton ^limine x y y, z entre(2) et (3), on 
aura la condition cherch^e. Pour faire cette elimination, on 
peut remplacer le syst^me (3) par le suivant : 

(4) /i + «p = o, /j-h*p = o, / 8 — cp = o; 

il faut alors £liminer x,y> z 9 p entre (2) et (4), ce qui revient 
a ^liminer x,y, z, p entre les Equations obtenues en 6galant 
a z£ro les d£riv£es de 

f(x,y, z) -f- p(ax -±-by ■+- cz) = o, 
prises par rapport kx,y, z et p. 

Exemple. — Pour trouver la condition de contact de la 

droite 

ax -^ by -+- c = o 

avec la conique 

Ax* ■+■ h!y* -4- k'z* -+- 2 Byz -h %B'xz -+- zB'xy = o, 

on ajoutera au premier membre p(ax -+• by -f- cs), on £ga- 
lera a zero les derives de 

Ax*-\- k'y* ■+- A*z* -\- %Byz -\- %B' xz -+- %B' xy ->r p(ax -±- by -*r c z) 



= o. 
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el on 6liminera x, y, z, p, ce qui donne la condition cherch^e 

A B' B' a 

B' A' B b 

B' B K c 

a b c o 

Autrement : la condition de contact peut encore s'obtenir 
en cherchant le faisceau des droites issues de Forigine et pas- 
sant par les intersections de ( i) et(2); si Ton exprime que ce 
faisceau contient une droite double, on a la condition cher- 
chde. 

En rendant les Equations (i) et (2) homog^nes, on a 

(5) /(*,>% *) = o, ax-hby-±-cz = o, 

et, en £liminant *, on a une consequence homog^ne de ( 1 ) 
et (a); en effet, la rlsultante est homog&ne et elle a lieu 
quand les Equations (5) ont lieu, quel que soit 5, et en parti - 
culier quand z = 1 ; ainsi 



,1 ax^-by\ 



est l'equation d'un faisceau de droites, et ces droites passent 
par I'origine et par les intersections de (1) et (2). Ecrivons 

que cette Equation en x et j', 011 plut6t en -> a une racine 

double et nous aurons la condition cherchee. 

Autrement encore : on peut exprimer qu'en £liminant x 
entre ( 1 ) et (2) la r£sultante eny a une racine double. Quand 
on donne l'angle a que la droite fait avec l'axe des x, on peut 

poser 

x — ir H- p cos«, y = ^ -f- p sin a, 

eliminer x ety entre ces formules et ( 1 ), ce qui donne 

f(x -hp cos a, y Q -+- p sina) = o, 

et exprimer que cette Equation a une racine double en p. On 
obtient alors une relation entre x ety , qui repr£senle le lieu 
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des points d'ou Ton peut mener des tangenies a la courbe 
sous une inclinaison donnde. C'est liquation de toutes les 
tangentes paralleles a la direction a. 

II est bon de se rendre compte du degre* de Fequation 
en a, b> c, qui exprime la condition de contact de la droitc 
ax -f- by -f- c = o et de la courbe /= o. 

Nous supposerons la courbe de degr£ m : alors les Equations 

a b c 

a x -f- by - c — o 
peuvent se ramener a 

i / by -* c \ i / by + c \ i / frj -*- c \ 
5 /! V a _ ' y )-b f *\ —' y )~c ft \ ~*>) 

ou, en supposant, ce qui est permis, a = i , 

bf\(by-+-c,y)=f t (by-+- c, 7 ), 
c/i {by+c i y)=fi{ by -t- c, 7). 

Ges Equations sont de degr6 m — ien/: leur r6suhante sera 
du degre" m — 1 par rapport a leurs coefficients qui sont de 
degres m en a el b; cette r£sultante sera done de degre 
m(m — 1). Ainsi la condition pour que la droile 

ax -4- bx -4- c = o 

louche une courbe de degri m est de degri m(m — 1) (' ). 

VIII. — Mener une tangente a une courbe par un point ezterieur. 

Pour mener une tangente a une courbe 

(1) /O,7) = o 

(•) Ce dcgr£ peut s'abaisser, comme on lc verra par la suite, mais nous 
nous maintenons ici dans les gen6ralites. II est presque inutile de fa ire ob- 
server que les deux dernicres melhodes que nous venons de donner ne four- 
nissent pas toujours la condition suf/isante du contact; deux racines de la 
rcsultante en y, par excmplc, peuvent accidentellcmcnt devenir £gales sans 
qu'il y ait contact. 
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par un point exte>ieur (# > yo)i on P eut suivre plusicurs pro- 
code's : 

i° On peut £crire Inequation d'une tangente 

X/,-+-Y/ t -Z/,^o 

et exprimer qu'elle passe par le point (x ,y ), ce qui donne 

<, a ) x /i -h jo/i -*- ^o/s = o, 

ou z = i . Cette equation fait connaitre x,y, z en la joignant 
a liquation proposed (i) ; les coordonn£es x, y y z du point de 
contact etant connues, on en conclut l'equalion de la tan- 
gente. Les Equations (i), (a) auront en general plusieurs solu- 
tions ; si (i), par exemple, est algcbrlque et de degre" #w, liqua- 
tion (2) seradedegrO m — 1 en ^c, /, etles formules (i)et(a) 
fourniront m( m — 1) valeurs de x et de j'; done, en general : 

Par un point donni, on pourra mener m (m — 1) tan- 
gentes a une courbe de degre m. 

L'equation (2) repre'sente une courbe que nous rencon- 
trerons plus loin sous le nom de polaire du point (x ,yo)- 
Dans les coniques, elle se re"duit a une droite qui est la corde 
des contacts relative aux tangentes issues de (x 0l y ). 

Si, entre les equations (1), (2) et 

X/, - Y/ 2 -;- Z/ 3 - o, 

on ^limine x, y, z 9 on aura liquation de Pensemble des tan- 
gentes issues de # > JKo- 

2 On peut consid£rer la droite 

x- x -.-ap, y —-y Q -*-bp, 

elimincr x ely, ce qui donne 

f(x Q 4- ap, y -+-bp) = o, 

et exprimer que la resultante a une racine double en p ; ce 
qui revient a Oliminer p entre cette Equation et 

a -t) - r b t-, — J , = o. 

d{x +ap) d(y -i-bp) 
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Soit 

F(^o,7o, a, b)=o 

la result ante ; elle fait connaitre le parametre variable conlenu 
dans a et b (si, par exemple, a = cosa, 6 = sina, le para- 
metre sera Tangle a que la droite fait avec l'axe des x). En 
eliminant le parametre variable entre cette Equation et 

x — x* __ y--y* 

a b 

on aura liquation cherch^e de toutes les tangentes. 

On mene une tangente a une courbe parallel erne nt a une 
droite donn£e en ex prim ant que la droite 

ax -h by -+- c = o 

touche la courbe : a et b sont census donnas, et, en £liminant 
p, x, t y, z entre les d6riv£es £gal£es a ze>o de (p. 10) 

f-hp(ax-t-by-\-cz), 

on a une Equation qui determine c; l^limination de c entre 
cette Equation et ax -+- by -+- cz = o fera connaitre l'en- 
semble des tangentes paralleles a la direction a, b. 

On peut remarquer que liquation en c est de degre* 
m(m — i) et que, par suite, on peut mener m(m — i) tan- 
gentes de direction donn£e a une courbe d'ordre m. D'ail- 
leurs, soit 

X/ 1 ~Y/ 2 -<-Z/ J = o 

l'equation d'une tangente; si Ton pose 

a b 

elle restera parallele a la direction a, b. Cette Equation jointe 
a (i) fait connaitre les points de contact, qui sont, comme Ton 
voit, an nombre de m{m — i). 
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IX. — Tangente commune a deux courbes. 

On peut mener une tangente commune a deux courbes : 
i° En exprimant qu'une droite 

(i) ax h- by -+- cz = o 

est tangente a chaque courbe ; on obtient alors deux Equations 
en a, b, c, et l'e'limination des rapports de ces trois quantites 
entre ces deux Equations et liquation (i) fera connaitre 
liquation de toutes les tangentes communes. Si Tune des 
courbes est de degre* m 9 1'autre de degre* n, les Equations 
en «, b y c seront de degr^s m(m — i) et n(n — i); ainsi : 

Le nombre des tangentes communes a deux courbes de 
degres m et n est mn(m — i)(/i — i). 

2° On peut exprimer aussi qu'une tangente 

X/i-t-Y/i-+-Z/ 3 =o 
touche la seconde courbe <p(#', jk'j ,&')= o; on a alors 

ii = li = Si- 

<Pl <pi <Ps ' 

ces Equations, jointes a celles des deux courbes, feront con- 
naitre x, y et rf , y coordonn£es des points de contact ( * ). 

X. — De la normale anx courbes. 

La normale a une courbe au point M est la perpendiculaire 
en M a la tangente a la courbe men£e en ce point. Liquation 
de la tangente aflectant l'une des formes 

(X— x)dy — (Y— y)dx = o, 
(X-x)ft ^.(Y-y)/, =o, 

(') Les conclusions auxquelles nous venons de parvenir dans les deux 
paragrapbes precedents peuvent etre modifies par la presence des poinls 
singuliers, mais nous ne pouvons pas examiner tous les cas qui peuvent se 
presenter, en ce moment. La meme remarque est applicable a un grand 
nombre de faits 6nonces dans les paragraphes suivants. 
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ou f= o designe l'equation de la courbe, liquation de la 
normale en coordonnees rectangulaires sera 

(X — x)dx-Y-(Y - -y)dy — o, 

X—£ __ Y — y 

A " A ' 

II en r£sulte que/ et/ 2 sont proporlionnels aux cosinus des 
angles que la normale fait avec les axes. Quand on a 
f\ -h/l — i , A e *-A sont pre'cise'nient les cosinus en question. 
Pour mener une normale a la courbe /= o par un point 
ext6rieur (x , y )> on £crit que liquation de la normale est 
satisfaite par les coordonnees x , y Q ; on a alors 

x --x ya—y 



A A 

Cette Equation, jointe a/= o, fait connaitre les coordonnees 
du point (x, y), ou la normale rencontre la courbe. Si /est 
de degre m, Tequation pre"cedente est de degre* m aussi ; par 
suite : 

Par un point exterieur on peut mener rri 1 normales a 
une courbe d'ordre m. 

Exemple. — La courbe donn£e etant 

liquation qui donne les pieds des normales est de la forme 

Xv — x y v - -y 



x_ y 

a* 6* 






si Ton en lire x et y pour les porter dans l'equation de la 
courbe, on a 



*o , y» _ 

J • 



Cette equation a toujours deux racines replies ; on pourra done 
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to u jours mener deux normales r£elles a l'ellipse par un point 
exterieur. 



XI. — Des lignes appelees normale, tangente, sous-normale. 

8008-tangente. 

Soient MP (Jig' 8) l'ordonn^e y d'une courbe quelconque, 







Fig. 


8. 
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N x 



MT sa tangente termin£e a I'axe des x, MN sa normale ^gale- 
men t termin^e a Taxe des x. 

MT, la tangente, sera designee par T 

MN, la normale, par N 

PN, la sous-normale, par S n 

PT, la sous-tangente, par S f 



Soit j^ = -j-> nous aurons 



dx 

(i) PN = S n = y tangPMN =yf, 

(a) MN = N = v/^-+- SJ = vVHi -+-/*) =y\/i +/«, 

(3) TP = s , =7tangT MP = — ^ = J, 

(4) MT = T = v/^S? = 7 V^+7 7 - 

Theorems I. — Toutes les courbes qui pour une mime 
abscisse ont me me sous-notmale ont une difference de 
carres d'ordonnies constante, et reciproquement. 

Soient, en effet, j' et z les ordonn£es des deux courbes : en 

vertu de (i), 

yf=zz', 

L. — Traite d' Analyse, II. a 
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on en conclut 

y* = *«-*- const. 

i ° L'hyperbolej' 2 = — s (x 2 — a 2 ) et son asymptote^ 2 = — x 2 

ont une difference de carr£s d'ordonn£es constante et 6gale 
a b 2 , elles ont m£me sous-normale ; on en conclut un moyen 
6l£gant de tracer la norm ale a Fhyperbole, quand on a trac6 
les asymptotes. 

2° Liquation de Tellipse est y 2 = — (a 2 — x 2 ), sa sous- 
normale est la m£me que celle des droites y 2 = — x 2 , mais 

elle est dirig£e dans un autre sens; n6anmoins cela fournit 
une construction assez simple de la normale. 

3° Dans la parabole y*= ipx, la sous-normale yy 1 est 
£gale a/?; elle est done constante : de la encore une construc- 
tion facile. La parabole est d'ailleurs la seule courbe dans la- 
quelle la sous-normale soit constante, car deyy = const. = p 

on conclut — = px -+- const. 

Theoreme II. — Lorsque dans deux courbes les ordon- 
nies y t z, correspondant a une mSme abscisse x, sont pro- 
port ionne lies, les sous-tangentes sont egales, et recipro- 
quement. 

En effet, de liquation y = K.z on conclut. en supposant 
K constant, 

y'=Kz' et £, = -,, 

J y ~ 

ce qui montre, en vertu de (3), que les sous-normales sont 
Egales; r£ciproquement, de 

y - * 



on tire 



y -*' 
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ou, en appelant K une cons tan te, 

XII. — Snr les coordonnees trilineaires. 

II y a souvent avantage k repr^senter un point M par ses 
distances k deux droits fixes CA et CB; soient (fig. 9) 




MP = x, MQ =y ces distances ; si Ton prend CB pour axe 
des ordonn£es et CA pour axe des abscisses, les coordonndes 
MP's (*, MQ'= r\ seront liees k x et ky par les formules 

¥ x y 



sinC sinC 

Ainsi la connaissance de £ et de 7j entrainera celle de x ety t 
et vice versa, de sorte que x ety seront, au m6me titre que 
$ et 71, des coordonndes du point M. Etant donn£e une figure 
par son equation 

en coordonnees ordinaires, elle sera representee aussi bien 
par liquation 

\sinC sinC/ 

en coordonnees x, y. 

Cela pose, tragons une droile quelconque AB coupant AC 
et BC, appelons z la distance du point M a cette droite que 
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nous supposerons fixe; z dependra de x et dey et sera lie a 
ces variables par l'equation 

ax •+■ by -h cz — 2*, 

ou a, 6, c designent les cdtes du triangle ABC et ou s d£- 
signe sa surface; on tire de la 

/0 \ ax -\-by -\-cz 

(3) 1 = *■ , 

is 

et liquation (2) s'ecrit alors 

J x.is y^s "1 __ 

J [(ax-\-by-±- cz)sinC' (ax-t- by -\-cz)siaC]~ ' 

sous cette forme elle est homogene et ne contient plus que 
les rapports x \y \ z. 

Les quantites x, y, z (et mime plus souvent des quantites 
6gales a x, y, z multiplies par des facteurs constants) sont 
ce que l'on appelle les coordonnies triliniaires du point M, 
le triangle ABC est appele le triangle de r&firence. Les 
formules (1) et (3) permettent de passer des coordonnees 
ordinaires aux coordonnees trilin^aires et vice versa. On voit 
que ces formules sont generates, pourvu que Ton convienne, 
ainsi que nous le ferons, de regarder x, y y z comme positifs 
si, en les comptant a partir des c6t£s du triangle de refe- 
rence, ils sont orients de la mime fag on que les coordonnees 
trilin£aires des points int£rieurs au triangle, et de les regar- 
der comme n£gatifs dans le cas contraire. 

Toute courbe, d'apr&s ce que nous venons de voir, a une 
Equation en coordonnees trilineaires, et Ton peut mime 
ajouter que toute courbe algebrique d'ordre m a une 
Equation de degri m en coordonnees trilineaires; ainsi, 
par exemple, liquation de la droite est du premier degre. 

Mais la reciproque n'est pas vraie; nous allons voir, en 
effet, que toute equation du premier degri ne reprisente 
pas une droite. 
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Consid6rons, par exemple, liquation 

(i) Ix -+- my -+- nz = o ; 

si nous rapportons le triangle de reference a deux axes rec- 
tangulaires situ£s dans son plan, les Equations de ses c6t£s 

seront 

£ cos a H-7j sin a — p = o, pour BC, 

£ cos p -i- tj sin p — q = o, pour CA, 
£ cosy -t- t} sin y — r = o, pour AB, 

a > P» T» Pi 9> r a y ant des significations bien connues; et l'on 

aura 

a? = £ cos or -h tj sina — /?, 

y= i 

* = ; 

liquation (i) deviendra alors, avec les coordonn6es ordi- 
naires £, 7j, 

{(/cosa -+- mcosjJ -+- ncosy) 

•+- 7j ( / sin a -+- m sin (3 -+- /i siny) — Ip — mq — nr = o. 

Cette Equation du premier degre* en $ et tj represente bien, 
en glnlral, une droite ; cependant, si l'on avait a la fois 

/ cosa h- m cos p -+- n cosy = o, 
/ sin a -h m sin p -h n sin y = o 

ou 

/ m 



sin y cos P — sin p cos y ~~~ sin a cos y — sin f cos a 

~~ sin p cos at — sin a cos p 

elle ne repr^senterai t plus rien du tout. Or, si l'on observe que 

sin f cos p — sin p cosy = s i n (Y — P) 

et que v — (S est Tangle que font entre eux les cdte*s AB et AG 
du triangle de reference ou son supplement, on aura 

I m n 

sin A "" sinB "" sinG 
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et liquation (i) devient 

x sin A -\-y sin B -+- z sin G = o 
ou 

(a) ax -+- by -+- cz = o. 

Nous avons vu que le premier membre de cetle Equation 
reprisente 2s, double de l'aire du triangle de reference; 
liquation (1) ou la prdc£dente ne repr£sente done rien. 

On dit cependant alors que liquation (1) ou (2) repnS- 
sente la droite de Vinfini. Expliquons cette locution : suppo- 
sons que /, m, n, d'abord diflferents de a, 6, c, tendent vers 
ces quantit£s, mais de maniere que Ton n'ait pas constamment 

I m n 

a ~~ ~F ~~ c 

Les coefficients de £ et 7j f diflerents de ze>o, tendront 
vers ze>o, les coordonn^es a Torigine de la droite (1) croi- 
tront ind^finiment, la droite en question s'^loignera ind^fi- 
niment et Ton pourra dire que liquation (2) repr£sente la 
droite de Vinfini. 

Sans qu'il soit n^cessaire d'insister sur ce sujet, on voit 
qu'une Equation du second degre* en x, y, z pourra repre- 
senter une droite ou m£me rien du tout; on dira alors qu'elle 
repre"sente deux droites, dont Tune est la droite de l'infini, 
ou une droite double situe'ea l'infini, etc. 

Supposons que p 9 q, r, s, ... representent les distances 
d'un point a des droites P, Q, R, S, . . • , ayant pour equa- 
tions respectivement, en coordonn^es rectangulaires, 

x cos a ~+-y sin a — p x = o, 
x cos P -+-y sin p — q x = o, 



toute Equation de la forme 

f(x,y)=*o 
pourra, et cela d'une infinite de manieres, si p, q, r, . 
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sont en nombre superieur a deux, se meltre sous la forme 

(i) F(/>, q, r, s, ...)=o. 

J'ajoute que la fonction F pourra dire suppos£e homog&ne 
si p, q, r> ... sont au nombre de trois au moins, en sorte 
que toute courbe pourra £tre representee par une Equation 
telle que (i); mais toute Equation, telle que (i), ne repr£sen- 
tera pas necessairement une courbe situ£e a distance finie; 
Pi q, r, ... peuvent alors 6tre considers comme des coor- 
donnees multilineaires. 

XIII. — Tangentes en coordonnees mnltilineaires et en particulier 

en coordonnees trilineaires. 

Soit 

(i) f(p y q, r, s, ...)=o 

liquation d'une courbe en coordonnees multilineaires (voir 
le paragraphe precedent) ; p, q, r, $, ... seront alors les 
distances d'un point de la courbe a des droites P, Q, R, S, ... 
representees en coordonnees ordinaires par 

/ x cos a —y sin a — p x = o, 
(2) < a?cosp -r-j'sinp— q x = o, 

L'equalion de la tangente a la courbe (1) est, en coordonnees 
ordinaires, 



(3) 

or on a 

(4) 

mais 



(X-*)g+(Y-,)g=o; 

[V = Vd £ + df_dq + 

\ dx dp dx dq dx ' ' ' ' 

\'dy dp dy dq dy ' " ' 



p = a?cosa -\~y sin* — p if 
(5) / ^ = 4? cos (J -f-j sin {3 — q u 
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done 

dp dp dq Q 

£=cosa, ^=sma, £ = cosp, .... 

Les formules (4) deviennent alors 

■f- = -T- cos a-f -f cos B -+- . . . , 
ox op oq r 

4- — 4- sina-f- -f- sin 8 -+-..., 
oy op oq r 

et (3) donne, pour liquation de la tangente, 

[(X — a?) cosa-h(Y — ^)sina] ^~ 
-+-[(X — a?) cosp h-(Y— jOsinP]^ -+-... = o 

ou, en vertu de (5) et si Ton appelle P, Q, R, . . . ce que 
deviennent p, q, r, ... quand on y remplace x par X et y 
par Y, e'est-a-dire les distances des points X, Y, . . . , aux 
droites P, Q, R, . . . , 

(6) (P_p)|£- h (Q_y)|£H-... = o; 

si liquation (i) est homogene, on a 

*>op-*-1di-*--' ==mf=0 > 
m d£signant le degr£ de/, et (6) devient simple men t 

op oq or 

Telle est la forme remarquable qu'affecte liquation de la 
tangente en coordonn£es multilin£aires. 

En coordonn£es trilinlaires, par exemple, liquation de la 
tangente a la courbe 

A*>y, *) = <>, 

au point (x, y, z) 1 est 

ox oy os 
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Pourfaire une application des considerations pre^dentes, 
cherchons a exprimer que liquation du second degre" 

/= Arr*-+- k'y*-\- A***— iByz -}- 2B'xz -4- iB'xy — o 

repr^sente une parabole. II suffit d'exprimer que cette courbe 
est tangente a une droite qui s'est 61oign£e ind^finiment; en 
d'autres termes, elle est tangente a la droite de l'infini 

ax-\- by -+- cz = o, 

ou, en appelant X, Y, Z les coordonn^es courantes, 

aX+6Y4-cZ = o; 

pour que cette droite soit tangente a la courbe /= o, il faut 
qu'elle puisse s'identifier avec liquation d'une tangente 







X^ 


-+- Y 


d l 


-x-1% 


= 












dx 




dy 


dz 








on 


ait 


















dx 


:a = 


dy ' 


b = 


dz 


:c = 


df df 

x -f- -4-y ±- -t-z 
dx dy 

ax -\-by -+■ cz 


dz 



Si Ton £gale ces rapports a p et si l'on observe que 



*/ d f d f /• 

dx J dy A ~ J 



dz 



si enfin on remplace les d«5riv£es de/par leurs valeurs, on a 



d'ou Ton tire 



Ax -*- B"y -r- B' z — p a 
B'x-+- A'/ + B * — p& 
B^—B^ +A'^ — pc 

ax-\-by -hcz = o; 



A B* B' a 

B' A' B 6 



o, 
o, 
o; 



B' B A" c 



a 



= o. 



Telle est la condition pour que la conique touche la droite 
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ax -+- by -f- cz = o ; si cette droite est la droite de l'infini, 
c'est-&-dire si a, 6, c soot les cot^s du triangle de reference, 
liquation prec^dente exprimera que la conique en question 
est une parabole. 



XIV. — Theoreme de Poinsot. 

Les considerations pr£c6dentes touchent de tr&s pr&s a un 
th6or&me remarquable du a Poinsot (*) et que nous allons 
d^montrer. 

Soient p, q> r 9 ... les distances d'un point M a des 
lignes fixes P, Q, R, . . . , distances comptees sur les nor- 
males menses de ce point M & ces lignes, liquation 

difinira en general une courbe, et la normale & cette 
courbe au point M s'obtiendra en cherchant la risul- 

tante de droites egales a -r- > -r- > • • • respectivement por- 

ties hpartir du point M sur les lignes /?, q, r, ... vers les 

lignes P, Q 7 R, . . . , ou en sens inverse suivant que j- > 

■— > • • • seront positifs ou n&gatifs* 

En effet, soient x, y les coordonn^es de M, soient a, b les 
coordonn^es du point ou la normale/? rencontre la ligne P; 
a! j V les coordonn^es du point ou la normale q rencontre 
la ligne Q, . . . ; nous aurons 

^ ' dx dp dx dq dx 



• • ■ » 



or 

p* = (x — a)*-h(y — &)*, 

et, en diflferentiant, 

pdp = (x — a)dx -+- (y — b)dy — (x — a)da — (y — b)db\ 

(') Ou du moins utilise par lui dans une circonstance importante. 
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mais (x — a)da-\-(y — b)db est nul, puisque le deplace- 
inent da, db y effectue' le long de la ligne P, est normal a la 
direction x — a, y — b de la droite p\ on a done 

dp = dx -+- ^- dy. 

En appelant a Tangle de la droite/? avec l'axe des x, on a 



done 



done 



x — a y — b 

— — = cos*, = sin a, 

P P 



dp = cosac&r h- sina^K; 



dp dq 

^=cos«, ^=cosa, 



a', a", ... designant les angles que les droites y, r, ... font 
avec l'axe des x, liquation ( i ) devient alors 

(2) -— = ^-cosa-f- -~-cosa -f- -r-cosa -+- 

7 ox dp dq dr 

Or, si Ton pose 

H(£HI)*]' 

et si Ton appelle <p Tangle que la normale fait avec l'axe 
des x, on a 

^7 -£~ — cos cd ou ~ = Ncoscp; 
N dx • da; T 

la formule (2) donne alors 

hi d f d f . d f -, 

Ncos© = -7-cosa-i- -^-cosa -h -f-cossr -f- 

1 <?/> dq dr 



• • » 



done la ligne N port^e sur la normale a la courbe /= o a 
pour projection sur l'axe des x, et aussi sur l'axe desy, une 

ligne Igale a la somme des projections de -p> -p> •• • por- 

tees sur les droites p, q, r, . . . ; il faut en conclure que la 
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normale a la courbe /= o en M est dirig£e suivant la r£sul- 

tante de ces droites ; si ~ 6tait n£gatif, il faudrait le remplacer 

par sa valeur absolue comptle dans la direction it -f- a, .... 
Le th^oreme en question se trouve done demontre\ 

Nous allons en faire quelques applications, mais observons 
pourcela queleth£oremesubsistequandauxcourbesP,Q, ... 
on substitue des points fixes. La demonstration dans ce cas 
est d'ailleurs plus simple, en ce sens que a, ft, a', ft', . . . sont 
constants. 

XV. — Tangentes a quelques courses en coordonnees multipolaires. 

L'ellipse peut £tre definie par une Equation de la forme 

p-r- q = la, 

p et q d&ignant les distance's d'un point de la courbe aux 
foyers; la normale en un point quelconque s'obtiendra en 
composant des droites egales a i , pontes sur les rayons vec- 

teurs, car ici — = i , -— = i , mais on obtient alors la bissec- 
7 Op ' aq ' 

trice de Tangle des rayons vecteurs. Liquation de T hyper- 
bole dans ce systeme de coordonnees serait 

p — q = ia, 

et la normale s'obtiendrait en composant des droites £gales a 
l'unit£, port^es sur un rayon vecteur et le prolongement de 
Tautre, ce qui fournit une construction connue. 

La lemniscate est une courbe telle que le produit de ses 
rayons vecteurs p, q, issus de deux points fixes P, Q, est con- 
stant; on a done, en appelant C une cons tan te, pour tout 
point de la lemniscate, 

pq = C. 

Ici, ~ = q, -—- = p ; on obtiendra done la normale en com- 
posant deux droites dgales chacune a un rayon vecteur, mais 
porte"e sur la direction de l'autre rayon. 
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Le lieu des points, tels que Ton ait/? 2 + q 1 = const., est un 
cercle ; on peut verifier que la construction de Poinsot fournit 

un rayon. Le lieu des points, tels que Ton ait — = const., est 

un cercle; en mettant cette Equation sous la forme 

ap — bq = o, 

on obtient une construction de la normale, qui consiste a 
chercher la resultante de deux droites proportionnelles a 
a et — b 7 ou a q et — p, portees sur les rayons vecteurs, con- 
struction analogue a celle de la normale a la lemniscate. 
Si />, q y r, . . . d^signent les distances d'un point M a des 
points fixes, 

ap x -+- bq* -+- cr* -+-...= const. 

repr^sentera un cercle; la normale en un point M de ce 
cercle sera dirig^e suivant la resultante de droites de lon- 
gueur ap, by, cr, . . . portees sur les rayons vecteurs /?, q y 
r, . . • , et Ton pourrait multiplier les exemples a l'infini. 

Mais revenons au cas general et supposons une courbe 
dlfinie par des coordonndes bipolaires, c'est-a-dire par les 
distances /?, q de chacun de ses points M a deux points 
fixes P, Q. 

Si 

/(/>, q)=o 

est liquation de la courbe, la resultante des droites -J- > ~ 
portees sur les rayons vecteurs MP, MQ donne la direction 
de la normale en M. Mais le rapport J- : --> identiquement 

e"gal a — -~j fait connaitre le rapport des sinus des angles 

que la normale fait avec les rayons vecteurs. Car ~ et j- sont 

proportionnels aux c6t£s du parallelogramme dont la diago- 
nale est normale a la courbe, et les sinus de a et (J sont aussi 
proportionnels a ces c6t£s. En appelant a Tangle que le 
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rayon p fait avec la nor male, (3 Tangle que le rayon q fait 
avec la normale, on a done 

*f V ■ o • 
-T- : -y- = sinp : sina, 

op oq r 

et, par suite, 

(a) -#. = »?*, 

dp sin a 

ou, si Ton veut, 



sin $ dp -+- sin a dq = o, 

relation importante dont on peut tirer une foule de conse- 
quences. En voici quelques-unes : 

Quelles sont les courbes dans lesquelles la normale par- 
tage en deux parties 6gales V angle des rayons vecteurs 
issus de deux points fixes? 

On doit avoir 



done 



•« = p, 


done 


sin a 


dq 
dp ~~ 


ou 


dp -+- dq = o ; 



on en conclut p -+- q = const., et l'ellipse, comme Ton voit, 
est la seule courbe jouissant de cette propria. 

Quelle courbe faudrait-il prendre pour miridien d'une 
lentille pour que les rayons lumineux issus d'un foyer P 
allassent tous converger en un m^me point Q? 

Dans la courbe en question n = -r— ~ (ou l'indice de refrac- 
tion) est constant; on a done 

— -j- = n ou dq •+■ n dp = o. 

On en conclut, pour liquation des courbes cherch£es, 

q -h np = const. ; 

ces courbes portent le nom tfovales de Descartes; elles 



GfiOMtiTRIE PLANE. 3l 

jouissent de propri£t£s curieuses et nous les retrouverons 
plus loin. 

Passons maintenanl a d'autres applications du theoreme 
de Poinsot. 

XVI. — Tangentes dans le systeme pAle-directrice. 

Dans le systeme p61e-directrice, un point est determine 
par ses distances 8 a une droite fixe D, et/a un point fixe F; 
la droite est dite direc trice, le point F est le foyer ou p6le. 
Une relation, telle que 

?<*,/) = o, 



theoreme de Poinsot, est la resultante de deux droites -J et 



ih 



olefin it une courbe; la normale a cette courbe, en vertu du 

~i portees, l'une normalement a la directrice, Tautre dans le 

sens du rayon vecteur. Liquation des coniques, dans ce sys- 
teme, est 

y=eS ou f — e 8 = o, 

e dlsignant l'excentricite\ La normale est la resultante de 
deux droites i et -f- e portees sur le rayon vecteur et sur la 
perpendiculaire a la directrice, mais en sens inverse de cette 
perpendiculaire. Ces lignes i et e peuvent e*tre remplacecs 
par les lignes proportionnelles 8 et e 8 ou 8 et /. Quand 
e = i , on a une parabole et Ton retrouve la propriele connue 
de sa normale. 

Soit a Tangle que la normale fait avec le rayon /et (3 Tangle 
qu'elle fait avec la perpendiculaire a la directrice*, on aura 

^? . ^? _ d& _ sin a 
df ! d$ ~ ~ df ~~ smp ' 

Dans les coniques, cette relation donne 

_ / — £'2L* 
8 sin ji 



3a 



CHAPITRB I. 



ou, en appelant a' et j3' les angles que la tangente fait avec / 

et 8, 

/ __ cos a' 

o ~~ cos (J' 
ou encore, en faisant abstraction du signe, 



o 



- = T 



/ = 

cos a' cos [J 

Cette equation exprime que la m^me longueur T, projetee 
sur la ligne 3 et sur le rayon /, donne pour projections 8 et/. 
Si Ton suppose cette longueur compt^e k partir du point de 
contact, son extr^mite sera sur la directrice ; done : 

Si, dans une conique, on joint le point oil la tangente 
rencontre la directrice, au foyer, cette droite sera per pen- 
diculaire au rayon vecteur. 

D'ou une construction de la tangente aux coniques. 



XVII. — Tangentes en coordonnees polaires. 

Lorsqu'une courbe est donnee en coordonnees polaires, il 
est commode de determiner sa tangente au moyen de Tangle 
qu'elle fait avec le rayon vecteur. 

Soient {fig* 10) r, les coordonnees du point M par rap- 
Fig. 10. 




port au pole O et a l'axe polaire OX. Menons le rayon 
OM = r et le rayon voisin OM' = r -f- Ar ; du point M abais- 
sons MP perpendiculaire sur OM'; nous aurons 

PM 



tangMM'P = 



M'P 
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A la limite, MM'P se r£duit a Tangle cherch£ V; PM est 
6gal a 



OM sin POM = r sin rf6 ou 



rrf6, 



en n£gligeant les infiniment petits d'ordre sup£rieur au pre- 
mier ; M'P est la difference entre 

r + Ar = OM' et OP = rcosd8, 

ou, en n^gligeant les termes d'ordre sup£rieur, la difference 
entre r -+- dr et r, c'est-a-dire dr; on a done 

tang V = lim — j— 9 
dr 

quand rf8 = o; mais la limite der-j- est pr£cis£ment r ^ ou 
dft est quelconque, ainsi 



dr 



(1) 



tangV = 



dr 



Consid£rons (fig* u) la tangente MT en M a une courbe 



Fig. 11. 




rapporlee a des coordonnles polaires, et la normale MN ; par 
le p6le O, menons NT perpendiculaire au rayon vecteur, 
OM = r, du point M ; posons 

ON = S rt , OT = S,, MN = N, MT = T; 
L. — Traite d' Analyse, II. 3 
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les lignes S«, S (t N, T sont appel^es la sous-normale, la 
sous-tangente, la normale et la tangente polaires. On 
trouve, sans difficult^, 



r dr 
* n ~ tangV ~ dti' 


S/= rtangv = — i — > 


»V~(S)"" 


T V-*-(S)'- 



Toutes les courbes qui ont mime sous-normale pour un mime 

dr 
angle polaire 8 ont mime -«r ; si done on appelle retr' les 

rayons vecteurs de deux de ces courbes, on a 

dr _dy 
db ~~ db 

ou 

r = r'-r- const. 

On obtient done Tune des courbes en prolongeant les rayons 
vecteurs de l'autre d'une quantity constante. L'une des courbes 
est dite la conchoide de l'autre; on voit que, pour mener 
la normale a la conchoide d'une courbe, il suffit de savoir 
mener la normale a cette courbe, et de construire sa sous- 
normale; on aura ainsi celle de la conchoide et, par suite, sa 
normale. 

II ne faut pas confondre la conchoide d'une courbe avec la 
courbe parallele a celle-ci. Une courbe para lie le a une autre 
s'obtient en prolongeant les normales a celle-ci d'une quan- 
tity constante. Le thiorfcme de Poinsot donne tout de suite la 
normale a la courbe parallele; si Ton appelle p la quantity 
dont on a prolong^ les normales, 

f = p — const. = o 

est liquation de la courbe parallele ; sa normale est la r6sul- 

tante d'une seule droite igale a -£- =: i , portie sur la normale 

a la courbe proposie : elle a done mime normale que la courbe 
proposie. 
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Si dans une courbe la sous-normale R est constante, on a 

-ja = K, r = K8 -+- const. ; 

la courbe est une sorte de spirale a laquelle on donne le nom 
de spirale d'Archimdde ou de Conon. Les concho'ides de 
ces spiral es sont encore des spirales £ gales, comrae on peut 
s'en assurer par un changement d'axe polaire. 

Soient r et r 1 les rayons de deux courbes qui, pour un 
m£me 6, ont m^me sous-tan gen te; on aura 





r*db 
dr 


= 


dr 1 




ou 


dr 


= 


dr' 


on en conclut 
























i 
r 


t 

? 


-h const. 







Si Ton cherche les courbes dans lesquelles la sous-tangente 
est constante et £gale a K, on a 



ou bien 



JL ^r _ 
/•* rfB ~ 



- = const. -+- K8. 
r 



Ces courbes portent le nom de spirales hyperboliques ; 
dies se ramenent a la forme r9 = const, par un changement 
d'axe polaire. 

Parmi les courbes dont il est inte>essant de trouver la tan- 
gen te en coordonn£es polaires, se trouve la courbe transcen- 
dante appel6e spirale logarithmique ; son equation s'obtient 
en ^crivant qu'elle coupe tous les rayons vecteurs sous un 
angle constant; tangV est alors constant, et Ton a 

- 5r =tangV 

ou 

i dr _. 

?rfe = colV; 
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on en deduit 






logr = cotV 



sans aj outer de constante, ce qui revient a faire tourner l'axe 
polaire. Liquation pr6c£dente revient a 

r = e° coiy . 

M. Pillet a reconnu que les volutes de plusieurs chapiteaux 
ioniens et corinthiens e*taient fornixes de spirales logarith- 
miques. On voit facilement que, quand une spirale de cette 
nature tourne autour de son p61e, elle reste homothetique a 
elle-me'me. 

La spirale logarithmique tourne ind£finiment autour du 
pdle, qui est pour elle un point asymptote. 

L'e'quation de la tangente a une courbe en coordonn6es 
polaires est celle d'une droite 

(i) - = AcosO -+-B sinO, 

r 

qui passe par les points R, 8 et R -f- rfR, 8 -f- dS infiniment 
voisins surla courbe ; les coefficients A etB seront alors de- 
terminers par les Equations 

^ = A cos© -+- B sin©, 

w [ R 

I g-+-rfg = Acos(e-4-e/e)-hBsin(e-+-rf6); 
on peut remplacer la seconde par 
(3) d± = — AsmedB -+-B cosed*; 

MX 

l'elimination de A, B entre (i), (2), (3) donne liquation de 
la tangente 

- = g cos(6 - 8)- -£ sin(6 - 6). 
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XVIII. — Des podaires. 

Si d'un point O on abaisse des perpendiculaires sur toutes 
les tangente s a une courbe, le lieu des pieds P de ces per- 
pendiculaires est la podaire du point O par rapport a la 
courbe en question. 

(i) r _p = g ( ^_ a) 

liquation d'une tangente a la courbe propos^e au point M, 

Fig. ia. 




(a, p); le point P sera donni par l'equation (i) et par la sui- 
vante (on suppose le point O a 1'origine des coordonn£es) 

si, entre (i) et (2), on ^limine ^9 on a 

7(7 — P)=— x(x — a) 
ou 

(3) x t -\-y t — $y — aar=o; 

c'est Inequation d'un cercle passant par O, P, M et ayant son 
centre au milieu de OM. Cherchons la tangente en P a la 
podaire ; son Equation est 

(4 > Y-^^X-*); 
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or de (3) on tire 

zxdx-hzydy — $dy — oidx —y d$ — x d% = o 
ou, en vertu de (2), 

dx{ix — <*)-hdy(2y — P)=o 

ou 

dy __ ix — a 
dx ~~ iy — (3 

Liquation (4) devient alors 



mais — ~~_q est le coefficient angulaire de la tangente au 



ix — a 

27 

cercle (3) menee par le point M; done la normale k la po- 
daire d'une courbe passe par le milieu du rayon vecteur OM 
de cette courbe. 

On peut le d^montrer par des considerations synth^tiques, 
en observant que, si Ton considere une tangente M' V iniini- 
ment voisine de MP et le point F de la podaire infiniment 
voisin de P sur cette tangente, les points P et P' seront sur 
un cercle d£crit sur OH comme diametre ; or, la droite PP' 
£tant k la limite la tangente k la conchoide et au cercle, le 
theoreme se trouve d£montre\ parce que la normale com- 
mune passera par le milieu de OH qui se confondra avec OM. 

On voit que la podaire touche la courbe aux points M, tels 
que OM soit normale k la courbe. 

Si Ton prend le point O par pdle et si Ton appelle r, 8 
les coordonn^es polaires de M, et r { et 8< celles de P, on aura 

d'ou 

dr\n • 



t = — arc tang^g 
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XIX. — Enumeration de quelques podaires. 

i° Podaire du cercle. — La podaire du cercle est une 
conchoide de cercle (p. 34). 

Eneflet, soient(y?£\ i3)Cle cercle, Oun p6le fixe, MP une 




tangente au cercle, OP une perpendiculaire a cette tangente; 
menons CA paralleled MP; le lieu du point A est un cercle 
d£crit sur OC comme diametre; AP £tant constant et egal 
au rayon du cercle C, on voit que le lieu du point P est a la 
fois la podaire du cercle C et la conchoide du cercle de'crit 
sur CO comme diametre. 

Quand le point O est sur le cercle C, la podaire prend le 
nom de cardioide. 

L'equation polaire du cercle d^crit sur CO = a comme 
diametre £tant r = acosQ, celle de la conchoide sera 

r — a cos8 -+■ const.; 

ce sera aussi celle d'une podaire quelconque de cercle. 

2 Les podaires de coniques seront ^tudi^es plus loin 
parmi les courbes anallagmatiques. 

3° La podaire d'une parabole, en prenant pour pdle le 
pied de la directrice sur l'axe, est ce que Ton appelle une 
strophoide. 

La strophoide pr£sente un mode de gdn£ration qu'il est 
bon de connaitre. 

Soient (fig. i4) F l e /°y er ) S le sommet d'une parabole, 
O le pied de la directrice, PT une tangente, P le pied de la 
perpendiculaire men£e de O sur cette tangente. Si du foyer F 
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on abaisse FK perpendiculaire sur la tangente, K sera sur la 
tangente SK au sommet. Soient M le point ou SP rencontre 
la directrice, I le milieu de PK; les angles FK.S, KSI, ISP, 

Kig: i4- 




SPO sont egaux; or MOP = ISK, done ISK = MPO, done 
MO = MP, et l'on a le mode de g6n£ration suivant de la 
strophoi'de : 

Prendre un point fixe S et une droite fixe OD, mener le 
rayon vecteur SMP, prendre MP = MO ; le lieu du point P 
est la strophoi'de. La droite OP est un diametre de la courbe, 
ainsi que l'on s'en assure en cherchant liquation de la stro- 
phoi'de engendree comme il vient d'etre dit. 

En prenant OT pour axe des x, OD pour axe des y et 
en faisant OS = a, on a, pour Equation de la strophoi'de, 

ary*-\- x z -r- a(x* — y*)= o. 

Les cercles ayant leur centre sur la parabole et passant par le 
pied O de la directrice sont tangents a la strophoi'de. Nous 
laissons au lecteur le soin de d6montrer cette proposition. 

4° La podaire de la parabole, quand on prend le sommet 
pour p6le, est une cissoide; ainsi le lieu du point I est une 
cissoide. On peut donner de la cissoide le mode de gdn£ra- 
tion suivant, imagine* par Diodes, inventeurde cette courbe. 

Si Ton mene OA parallele k la tangente KT a la parabole, 
le lieu du point A sera le cercle decrit sur OS comme dia- 
metre. Les triangles JAO et IKS sont £gaux; done IS = JA. 

On peut, par suite, pour engendrer la cissoide tracer un 
cercle, mener les rayons vecteurs issus de S, inener la tangente 
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au point O diam£tralement oppose* de S, prendre J] = SA; 
le lieu des points I est la cisso'ide. 

En prenant SK pour axe des y, SO pour axe des x et en 
posant OS = a, l'equation de la cissoi'de est 

(T*-r-y* — ax)o a(x % ^-y*)~ o. 

5° La podaire de 1'hyperbole 6quilatere par rapport a son 
sommet est une lemniscate de Bernoulli. Cette courbe en 
coordonn£es bi polaires a pour Equation 



uv = c*, 



c d£signant la demi-distance des p61es. Ge r£sultat est facile 
a verifier par l'Analyse. 

Rappelons enfin que la droite est la podaire d'une para- 
bole par rapport a son foyer, et que le cercle est une podaire 
de conique a centre relativement a Tun de ses foyers. 



XX. — Transformation par rayons vecteurs reciproqnes. 

Quand deux courbes en coordonn£es polaires, pour une 
mime valeur de Tangle polaire, sont telles que le produit de 
leurs rayons vecteurs reste constant, on dit qu'elles sont 
transformtes Vune de V autre par rayons vecteurs rSci- 
proques. 

r=/(8), r' = 



/(•; 



sont les Equations polaires de deux courbes transformers Tune 
deTautre par rayons vecteurs r^ciproques, et Ton &rr / = k 2 ; 
k 2 est le module de la transformation, il peut e*tre n^gatif. 
On reconnait aisement que la transformed d'une droite est 
un cercle, et que la transformed d'un cercle est un cercle qui 
se r£duit a une droite, si le p6le est sur le cercle. En effet, 
liquation du cercle est 

r*-f- r{a cosO -+- 6sin6) -r- c = o, 
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et, en changeant ren-> cette Equation conserve sa forme ; 
cependant, si c = o, elle prend la forme 

- ~ k * 

a cos 6 -+- b sin 8' 

equation d'une droite. 

Les tangentes aux points correspondants de deux courbes 
transformees Tune de l'autre par rayons vecteurs r^ciproques 
font des angles £gaux avec le rayon vecteur commun; en 
effet, pour Tune des courbes, on a 

tangV = r^, 

V d£signant Tangle que le rayon vecteur r fait avec la tangente 
et 8 l'angle polaire. Pour l'autre, en appelant V Tangle que 
fait le rayon vecteur r' avec la tangente, on a 

tangV^r^,; 



or 



On en conclut 



r = — ? a r = r dr. 

r r 8 



ungV=-r^; 



done V et V sont suppl&nentaires : en d'autres termes, les 
tangentes aux deux courbes font des angles £gaux avec le 
rayon vecteur, mais elles ne sont pas parall&les; elles sont 
an tipar alleles. 

II rdsulte de la que deux courbes et leurs transformies 
par rayons vecteurs reciproques se coupent sous le mSme 
angle, et cet angle est la difference des angles que les courbes 
ou leurs transformees font avec le rayon vecteur du point ou 
elles se croisent. 

Par suite, si Von sait construire la tangente a une courbe, 
on saura aussi construire la tangente a sa transformie. 
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Nous remarquerons, en terminant, que la transformee par 
rayons vecteurs rcteiproques d'une concho'ide de cercle est une 
conique ayant pour foyer le pdle ; en effet, la concho'ide du 
cercle a pour Equations, quand on prendle p6le sur le cercle, 

r = a-+- aRcosO, 

R design ant le rayon du cercle et a une constante; la trans- 
formle par rayons vecteurs r^ciproques a pour Equation 

r = 



a -r-aRcosO' 



c'est bien l'equation generate des coniques rapportees a leur 
axe et a leur foyer. 



XXI. — Description de l'appareil Peaucellier et de ses derives. 

C'estici l'occasion de parler d'une s£rie d'appareils a tiges, 
qui permettent de tracer les courbes d'un mouvement con- 
tinu. Le plus ancien de ces appareils, et le plus connu, est 
le panto graphe qui permet de construire une courbe sem- 
hlable a une courbe donnee : O est un point fixe {Jig* i5), 

Fijf. i5. 




OAB une tige capable de tourner autour de O; AD, DC, CB 
sont trois tiges formant avec AB un parallelogramme articule" 
en A, B, C, D. 

Si Ton joint OC, on aura -on = tysJ done le point ou la 

droite ideale OC rencontre AD est fixe sur la tige AD, et ce 
point d£crit une figure semblable a celle que d£crit le point C 
quand on fait mouvoir tout l'appareil autour du point O. Si 
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un crayon est place" en M et si avec le point C on suit un con- 
tour donnd, le crayon d^crit la figure semblable, et il est clair 
que O est centre de similitude. 

Le parall&ogramme de Watt est connu du lecteur, nous le 
citons simplement pour m£moire. 

L'appareil Peaucellier, ou inverseur Peaucellier, permet 
de construire d'un trait continu la figure transformed d'une 
autre par rayons vecteurs r^ciproques. 

L'inverseur Peaucellier {fig. 16) se compose d'un lo- 

Fig. 1 6. 



sange ABCD articule en chacun de ses sommets ; deux tiges 
£ gales OA et OC sont articul^es en A, en C et en O qui est un 
point fixe. Quand le point D decrit une ligne, le point B d£crit 
sa transformed par rayons vecteurs r^ciproques ; le p61e est 

2 2 

en O, le module est dgala OA — AD . 

En effet, OB x OD est £gal a la puissance du point O par 

rapport au cercle decrit de A comme centre avec AD pour 

rayon. 

Voici quelques applications de l'inverseur Peaucellier : 

Si Ton fait ddcrire au point D un cercle, en articulant en 

D une tige DQ capable de tourner autour du point Q et 

telle que sa longueur QD = OQ, le point D decrira un cercle 

passant en O, et alors B decrira une droite; Tappareil ainsi 

constitue' redout le probleme que Watt s'etait propose : 

transformer un mouvement circulaire en un mouvement 

rectiligne. 

Supposons maintenant que Ton fixe le point D ; on aura 
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toujours OD x OB = coast. = k 2 ; et, entre les rayons vec- 
tenrs DB = p, DO = p', on aura la relation 

p'x(p + p) = A ! OU p= ,-!— • 

r 

Si p' = RcosO, c'est-a-dire si Ton assujettit le point O a de- 
crire un cercle passant en D au moyen d'une tige QO articulee 
en Q et en O, le point Q etant fixe, on aura 

A:* - R* cos* ci> 

p = • 

r R cos to 

Supposons main ten ant que O soit le point B d'un nouvel 

inverseur de Peaucellier; le point D de ce nouvel inverseur 

decrira la courbe transformed par rayons vecteurs reciproques 

de celle-ci, ou 

_ Ar'*R cosu) 

P "~ **— R*cos*w 
ou, en coordonnees rectilignes, 

ou 

**7* -+-(**— R*)a:«-~ WRx = o; 

c'est l'equation d'une conique rapportee a son sommet et 
tout a fait quelconque : parabole si k 2 = R 2 , ellipse si k 2 > R 2 , 
hyperbole si A" 2 <R 2 . Cette solution pour le trace des co- 
niques est de M. Sylvester. 

L'inverseur Peaucellier, un peu modified permet de tracer 
les conchoides d'un trait continu : adjoignons {fig- 17) a cet 
inverseur deux tiges KO et KB egales ; abaissons, du point D, 
DH perpendiculaire sur OK, le point H sera fixe; done, si 
Ton fait mouvoir la figure, D restera sur une perpendiculaire 
a OK menee par le point fixe H sur la tige OK. En effet, soien t 

OD =rr p, OB = p', pp' = A*, OKB = « J 

on aura 

OH = p sin - = - 7 sin- = ik* : OK = const. 

r 2 p a 

C. Q. F. D. 
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Si alors on fixe le point D et que Ton imagine une tige HM 
soud£e perpendiculairement k HK, le prolongement de cetle 
tige passera par le p61e D; si done H d£crit une courbe, 
M decrira sa conchoi'de. 

Si Ton fait d^crire au point M un cercle passant en D au 

Fig. 17. 




moyen d'une tige fix£e en un point Q, tel que QM = QD, 
H decrira une conchoi'de de cercle p = R cos a> 4- a ; et, 
en appliquant en H Fun des points d£crivants d'un inver- 
seur Peaucellier, l'autre point d£crivant tracera la courbe 

p = ~ 9 qui est une conique. 

r Rcosw + a * * 

Voici un autre inverseur un peu plus simple que celui de 
Peaucellier. Consid£rons (Jig. 18) un trapeze isosc&le et ses 

Fig. 18. 




diagonales; supprimons les bases et formons avec la figure 
restante un syst&me arlicul£ en A, B, C, D. Si Ton prend M 

et N fixes sur les tiges AC et IB, et tels que -^ = ^r> le 

point fixe Q sur le prolongement de MN sera tel que 
MN x NQ = const. ; si Ton fixe N, les points M et Q d6cri- 



GEOMETRIK PLANE. l\~J 

ront des figures transform ees par rayons vecteurs reci- 
proques. 

En effet, 

MN _ CN NQ _ NB 

AB ~ CB' CD " GB' 

done 

MN — NQ = const, x AB x CD ; 

mais, le quadrilat£re ABCD £tant inscriptible, 

AB x CD -T- AG x BD 

est £gal a AD x CB; done AB x CD est constant et, par 
suite, MN x NQ Test aussi. c. q. f. d. 

XXII. — Theorie des enveloppes. 

Consid6rons une Equation renfermant, outre les coordon- 
n£es Xj y d'un point variable, un param&tre a, 

Pour chaque valeur de a, cette equation repr^sentera une 
courbe ; toules les courbes obtenues ainsi constituent ce que 
Ton appelle une famille. 

fitudions les deux courbes infiniment voisines de la famille, 
obtenues en donnant au param&tre les valeurs aeta + da, 
savoir 

(0 A*,y,<*) = o, f(x,y,a + da) = o 1 

ces deux courbes se couperont en g£ndral en plusieurs points. 
Si Ton consid£re l'un d'eux, on peut se proposer de trouver 
les coordonn£es de sa position limite quand da tend vers 
z£ro. Cette position limite est une des intersections succes- 
sives des courbes de la famille. 
La courbe dont 1'equation est 

f(x,y y a -h da)—f(T,v, a) __ 
da ~~ 
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ou, en design ant par 8 un nombre compris entre oet i, 

f(x,y, a-f-6rfa) = o, 

f design ant une derivee relative a a, passe par les points 
communs aux courbes (i). elle peut remplacer ( 2 ) ; a la limite, 
les points cherchls se trouvent done a l'intersection des 
courbes 

(a) /=o, -=o. 

Le lieu des points limites en question ou, si Ton veut, le 
lieu des intersections successives des courbes de la famille 
s'obtiendra en eliminant a entre les deux equations (2). On 
a donne* a ce lieu le nom tfenveloppe des courbes de la famille ; 
celles-ci portent le nom (i'enveloppees. 

Theorems I. — L enveloppe d 9 une famille de courbes est 
tangente & toutes les enveloppies. 

* 

En effet, soit 

(1) f(x,y,a)--o 

liquation d'une famille de courbes; nous venons de voir que, 
pour en trouver Tenveloppe, il faut eliminer a entre cette 
equation (1) et sa derivee relative a a 

Pequation (1) peut £tre considered comme celle de Tenve- 
loppe, si Ion y suppose a non plus constant, mais e*gal a la 
fonction de x et de y que l'on obtiendrait en r£solvant 
liquation (2) par rapport a a. 

Maintenant cherchons le coefficient angulaire de la tangente 
a l'enveloppe et a Tenvelopp^e au point commun #, y. A cet 
effet, differentions (1), en conside'rant a comme une con- 
stante ; nous aurons 

df d/dy =Q 

^ ' dx dy dx ~ ' 
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d'ou Ton d£duira le coefficient angulaire -~ de l'envelopp6e. 

DiffeVentions au contraire la meme Equation, en supposant a 
fonction de x et de^ et deduit de (2); nous aurons 

(4 ) d l + d l± + d A( d ±+ d ^±\ = . 

dx dy dx da\dx dy dx) ' 

mais, en vertu de (2), cette Equation se r£duit a 

dx dy dx ~~ 

Cette Equation ne differe de (3) que parce que a dans (3) 
repre'sente une constante, et que dans (5) il repr6sente une 
certaine fonction de x ety; mais, au point (x,y) commun a 
Fenveloppe et a l'enveloppee, la constante et la fonction ont 
la m£me valeur; done (3) et (5) fournissent la meme valeur 

de -^-> et par suite Tenveloppe et l'enveloppee ont m£me tan- 
gente. c.q.f.d. 
On voit que ce th^oreme tombera en de'faut quand on aura 

a la fois — = o, ~ = o, e'est-a-dire quand Tenveloppe sera 

un lieu de points singuliers ; mais alors on ne conserve pas 
generalement la denomination d'enveloppe au lieu des inter- 
sections successives des courbes de la famille. 

Theorems II. — Si Von considdre une famille de courbes, 
toute courbe tangente a chaque courbe de la famille est 
leur enveloppe. 

En effet, soit /(#,/, a) = o liquation d'une famille de 
courbes; si une courbe G ayant pour equation ¥(x,y) = o 
leur est tangente, on pourra toujours determiner a en fonction 
de x et dey, de telle sorte que 

f(x,y,a)=F(x,y), 

quels que soient x ety. Alors 

f(x,y, a) = o 
L. — Traite d' Analyse, II. 4 
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pourra repr£senter la courbe C tangente a toutes les courbes 

de la famille. Tirons -^ de cette equation, en supposant a 
variable ; nous aurons 

( P) d ±+ d l±+V(fo^fody\ = 

dx dy dx da\dx dy dx ) 
et, en supposant a constant, 

dx dy dx 

Si les deux valeurs de -~- sont egales pour une ni^me valeur 
de x et y, il faut que Ton ait 

da da dy da . * . 

car -r — h -T- -r- = j- ne saurait etre nul, sans quoi a serai t 

dx dy dx dx ' * 

constant, 

df 

Or les points ou Ton a a la fois/= o, j- = o appartiennent 

a Penveloppe. c . q . f . d . 

On voit £galement que siF(:c, y) = o represente un lieu 
de points singuliers, liquation (P) devra Sire satisfaite en 

supposant ~- = o, j- = o et/= o, c'est-&-dire en supposant 

f= o et -^ = o. Un lieu de points singuliers d'une famille 

de courbes fait done en general partie de Penveloppe de cette 
famille. 



XXIII. — Recherche de quelques enveloppes. 

Comme application de la th^orie que nous venons de de\e- 
lopper, cherchons d'abord Penveloppe des cercles repre- 
sented par liquation 

(i) (x — a)*-hy*=R*. 
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En diffigrentiant par rapport a a, on trouve 

2{x — a) = o ou x = a, 
el l'£li mi nation de a donne 

7* = R* ou 7 = ±: R, 

equation qui repr^sente deux droites, r£sultat Evident a 
priori. Maintenant r£solvons encore le m£me problemc, mais 
en £crivant liquation (i) sous la forme , 

{%) a = x-+- \/R* — y*. 

La differentiation relative k a donne i = o, r£sultat absurde, 

et il semble qu'il n'y ait pas d'enveloppe. Pour peu que Ton 

r£fl£chisse, on s'apercevra que les r£sultats, en apparence con- 

tradictoires, que nous venons de rencontrer, ne s'appliquent 

pas en reality a la me*me question. En effet, liquation (2) 

repr^sente non pas les cercles (1), mais une serie de demi- 

cercles qui ne se coupent pas et qui n'ont pas d'enveloppe. 

Les demi-cercles 

a — x — /R* — y 2 

n'en ont pas non plus. Mais les cercles complcts 

a — x±i /R* — y* 

ont une enveloppe, que Ton obtiendra, non pas en diffe>en- 
tiant par rapport a a liquation pr£c£dente, car celle-ci est 
en r£alite Tensemble de deux Equations, mais en proc£dant 
de la man i ere suivantc. Donnons a a les valeurs a et a + h, 
et considerons les demi-cercles 

a = x — /ft 1 — y*9 

a -+- h — x -+■ /R* — y*, 
its se coupent an point donne* par les Equations 

a = # — /R 1 — y\ A = a/R*— y* 
ou, a la limite pour h = o, 
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et le lieu des intersections sera donn£ par liquation 

comme tout a l'heure. 

En g£n£ral, les families de courbes dans lesquelles le para- 
m&tre entre au premier degr£ n'ont pas d'enveloppe; on sait y 
en effet, que liquation 

repr£sente un faisceau de courbes passant par des points 
fixes, et que 

repr£sente des courbes qui ne sauraient avoir de points com- 
muns et par suite d'enveloppe. D'ailleurs la differentiation 
relative a a donne, dans le premier cas, <K#, y) = o et, dans 
le second, o = i . 

* Probleme. — De tous les points d' une parabole onabaisse 
des perpendiculaires sur Vaxe et sur la tangente au som- 
met; trouver Venveloppe de la droite qui joint les pieds 
de ces perpendiculaires. 

L'equation de la parabole est 

y* = *p x : 

les pieds des perpendiculaires en question ont done pour coor- 

Y* 

donnees o,y et — > o; Inequation de la droite dont on cherche 

l'enveloppe est 

a/?X Y =i 



y t y 

ou 

2/>X-t- Yy=y*- 9 

en ^liminant^ entre cette Equation et sa d6rivde 

Y = *y, 

on a 

Y«-*-8pX = o; 
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l'enveloppe cherch^e est done une autre parabole de para- 
m&tre quatre fois plus grand. 



XXIV. — Sur quelques simplifications que peuvent presenter 

les calcnls d'enveloppes. 

Pour trouver l'enveloppe d'une famille de courbes 
on ^limine a entre cette Equation et 

l'enveloppe peut done 6tre d^finie : le lieu des points pour 
lesquels V Equation (i) a une raclne double; par suite, le 
lieu de ces points s'obtiendra en £galant k z£ro le discriminant 

de liquation (i) rendue homog&ne en remplaganl a par^* 

Soit 

/(a, 6, x,y) = o 

liquation (i) rendue homog£ne; on pourra la remplacer par 

et le systeme (i), (2) par le syst&me (2), (3). Or, en combi- 
nant (2) et (3), on trouve ~ = o; done l'enveloppe d'une 

famille de courbes, contenant sous forme homog&ne les 

param&tres a, 6, 

/(a, b) = o, 

s'obtient en iliminant a et b entre 

to 530 ' i =0 - 
Ainsi l'enveloppe des paraboles du paragraphe pr£c£dent 

a/?X ■+- Yy — y* = o 
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pouvait s'obtenir de suite en egalantle discriminant Y 2 -f- 8/?X 
a zero. 

II arrive souvent qu'au lieu de donner une famille de courbes 
au moyen d'une seule Equation on la donne au moyen de 
plusieurs Equations, telles que 

(> » • 

Les Equations cp 2 = o> • • • > <p/i = o permettant d'exprimer a 2T 
a 3 , . . . , a n en fonction de a K , par exemple, l'equation f A = o y 
dans laquelle a 2 , a 3 , . . . , a„ seront fonctions de a< , repr£scn- 
tera une famille de courbes ; cela revient a dire que I'ensemble 
des Equations (i) repr£sente cette famille. 

Pour avoir l'enveloppe, on diflferentiera les equations (i) 
et Ton aura 



00 



-^ da x -+■ -j-*- dai-±. . . -+- -r*— da„ = o, 
o<i\ ocli oa n 



pZda^pH da,*-. . .+ ^ da n = o; 
da i oa% oa n 



la premiere de ces Equations peut £tre consideree comme la 
d£riv£e de la premiere Equation (i), prise par rapport a a 4 , a 

la condition de supposer -r^ > • • • > -j-^ remplaces par leurs 

valeurs d^duites des a litres formules (2). Cela fait, il faudrait 
eliminer a { entre les premieres Equations (1) et (2), ce qui 
revient a Eliminer a l? a 2 , ..., a n et leurs diffcrentielles 
entre (1) et (2); or le r^sultat de l'elimination des diflferen- 
tielles est 

■ 

(3) f** 1 '** '"^ n \ = o. 

v ' d(a u a i7 ..., a n ) 

Done, pour trouver Uenveloppe d } une famille de courbes 
donates par plusieurs Equations, ilfaut eliminer les para- 
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metres variables entre les equations donnies et le determi- 
nant f one tionnel de leurs premiers membres egali a ze*ro. 
Quand les variables a iy a 2j ... entrent sous forme homo- 
gene et sont en nombre sup£rieur d'une unit£ au nombre des 
equations, on peut obtenir plus d'^quations pour faire Y6\i- 
mination ; les nouvelles equations rentrent bien entendu dans 
les anciennes. Soit done a n+i une nouvelle variable introduite 
pour Phomogen£it£; outre liquation (3), on aura a consid£- 
rer les Equations (i), et Ton pourra les £crire 

do. d®\ dy* 



dd\ ddi da 



/H-1 



at -ji — h <zj -ji h . . . -+- a n +i — ! — = o ; 



or on en tire 



<*(?!» • ■ •» ?») <K?li • • "> ?«) 



L'un des denominateurs £tant nul en vertu de (3), les autres 
le sont done aussi, ce qui peut 6tre utile. 

Probleme 1. — Trouver Uenveloppe d } une droite de lon- 
gueur constante qui s'appuie sur deux droites rectangu- 
laires. 

Liquation de cette ligne rapport£e aux deux droites sur 
lesquelles elle s'appuie est 

(i) bx -h ay = ab, 

a et b designant ses coordonnees a l'origine. Si Ton appelle / 
la longueur de la droite, on aura 

(a) a«-h &*=/*; 

l'enveloppe cherch£e s'obtiendra en ^liminant a et b entre 
(i), (2) et leur determinant 



(3) 



a b 

y — b x — a 



= ou ax — by = — 6 s •+- a* ; 



1 
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de(i) et (3) on tire 






(a* -+-£*)# = a s ou 


l*x = 


a*, 


(a*-\-b*)y = — b* ou 


l*y = 


-6* 


et par suite, en vertu de (a), 













C'est aussi le lieu des pieds des perpendicuiaires abaiss£es 
d'un point d'un cercle sur la droite qui joint les pieds de ses 
coordonn£es relatives a deux axes rectangulaires passant par 
le centre. 

Probleme II. — Trouver I'enveloppe des ellipses d'aire 
donnde, ay ant leurs axes dirigis suivant les mimes droites. 

Liquation de ces ellipses est 

a*b* = kK 

Pour trouver I'enveloppe, il faut eliminer a 2 , b 2 entre ces 
Equations et liquation obtenue en Igalant a z£ro le determi- 
nant des fonctions a 2 y 2 -\- b' 1 x 2 et a 2 b 2 pris par rapport a 
a 1 et b 2 , ou 

y\ X % 

b* a* 
ou 

a x y* — b*x* = o; 

le r£sultat de l'£limination est 

* 2 y* = -7 ; 

il donne les deux hyperboles 

A* ** 

Remarque. — L'enveloppe de X — ?AY -hX 2 Z = o, ou 
X, Y, Z sont des fonctions de x, y et ou X est un param£tre 



= o 
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variable, peut s'obtenir en ecrivant que celte Equation a des 
racines egales ; cette enveloppe a done pour Equation 

(a) Y» — XZ = o. 

En particulier, on voit que, si X, Y, Z sont des coordonnees 
trilin&ures ,'1'equation propos^e est celle d'une tangente quel- 
conque a la conique (a). 

XXV. — Des coordonnees tangentielles. 
Si l'on consid£re une droite 

dont les coordonnees a l'origine sont 7 > -> cette droite sera 

parfaitement determinee quand on donnera $ et r 4 ; ces quan- 
tity portent le nom de coordonnees tangentielles de la 
droite et l'on dit que les coordonnees x,y d'un point sont des 
coordonnees cartisiennes. Si maintenant on etablit entre $ 
et 7} une relation telle que 

cette droite enveloppera une certaine courbe dont (2) sera 
dile V equation tangentielle, et (1) sera Tequation en coor- 
donnees ordinaires d'une de ses tangentes ayant pour coor- 
donnees £, 7|. 

Dans ce syst&me de coordonnees, un point, comme nous 
allons le voir, est represent^ par une equation, et, pour 
avoir l'equation d'une courbe quelconque, il suffit d'exprimer 
que la droite (1) est une tangente. 

Equations du premier degr£. — Toute Equation du pre- 
mier degri reprisente un point. 

En effet, l'equation 
(ibis) a£-h br t +c = o 

etablit une relation du premier degre entre £ el rj. L'equa- 
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tion (i) ne depend plus alors que d'un seul parametre entrant 
au premier degre* et, par suite, repr£sente un faisceau de droites 
passant par un point fixe qui est leur enveloppe. Effectuoos 
les calculs : on tire de l'equation (2 bis) 






a 
et, en portant cette valeur de 5 dans (1). 



Or 



c'est liquation d'une droite passant par l'interseclion des 

deux droites 

c b 

— X -+- I = O, — X — V = o 

a a J 

ou bien 

f = y __ ~ \ . 

a b c 

Le point repr^sent^ par (2 bis) a done pour coordonn£es 

et • R£ciproquement, si Ton veut obtenir l'equation 

tangentielle du point dont les coordonn£es sont x ety , il 
faudra £crire que la droite (i) passe par ce point; cette equa- 
tion sera 

La droite dont les coordonnees sont o et £ est parallele a Paxe 
des jk; la droite dont les coordonnees sont o et o est la droite 
de Piniini. 

Liquation a\=\ repr£sente un point dont Pordonnee 
est nulle : il est par suite situe* sur Paxe des x\ l'equation 
const. = o repr^sente Porigine des coordonnees; 

a% -hbr i = o 
repr^senterait au contraire un point a Pinfini. 

£quations du second degre. — Une Equation du second 
degri reprisente une conique. 
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En efiel, supposons liquation suivante du second degr6 



(^ 



/aij)=o; 



pour obtenir Inequation de la courbe en coordonnEes ordi- 
naires, il faudra chercher l'enveloppc de (i), ce qui se fera 
en egalant a zEro le determinant de (i) et (2) et en Eliminant 
i, 7[ enlre (1), (2) et Inequation ainsi obtenue; cette Equa- 
tion est 



x ;£ —y it = ° 



ou bien 



1 df - = i #, 
x'd\ y'&r^ 



et, en supposant que Ton rende (1) et (2) homogenes par 
('introduction des nouvelles variables z et £, 



ar^-t-^Tj 



Si Ton Egale ces rapports a p, on a 



z dX, 



(3) 






<>/_ 



(hi 



P7: 






En Eliminant p, $. t\, £ entre ces Equations et (1), on en de- 
duit une Equation du second degre. Soit 

cette Equation sera 



a 


b 


d 


X 


b 


c 


e 


y 


d 


e 


/ 


— 


X 


y 


— 1 






= o. 



Reciproquement, l'Equation tangent ielle de la conique 



Ax*-h2Bxy-h Cy* -*-%Dxjs -\- *Ejrx -hFz* = o 



= o. 
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s'obtiendra en 6crivant que la droite (1) 1'enveloppe ou la 
touche; la condition pour qu'il en soit ainsi est (p. 1 1) 

A B D $ 

B G E 7j 

D E F — 1 

$ tq — 1 o 

On remarquera Panalogie entre cette formule et la pr£c6- 
dente, analogie qui se d£veloppera et s'expliquera plus loin. 

Equations de degre superieur. — Si liquation /(£, tj) = o 
est de degr£ sup&rieur, ou m^me transcendante, on obtiendra 
liquation ordinaire de Penveloppe en £liminant toujours £, 
7|, £ entre (1) et (3); mais liquation r6sultante n'est pas d'un 
degr6 £gal a celui de/. 



XXVI. — Resolution de quelques problemes. 
Deux Equations tangentielles, prises simultan^ment, 

d£terminent les coordonn^es d'une droite, ou de plusieurs 
droites, dont les coordonn£es sont les solutions communes a 
ces deux Equations. Une droite (£, tj), dont les coordonn£es 
satisfont aux Equations (1), est tangente k la fois aux deux 
courbes f = o, ^ = o; c'est une tangente commune. 

Lorsque les Equations (1) sont du premier degr£, leur 
solution commune ($, tj) repr^sente la droite qui unit les 
points cp = o, ^ = o. 

Pour exprimer qu'une droite (£', V) touche une courbe 
/*({-, 7|) = o, il suffit d'exprimer que Ton a /(£', V) = o» 
£, y\ sont les coordonn^es d'une droite x\-\-yi\ = 1, qui, 
en vertu de/($, t\) = o, enveloppe cette courbe. 

Par exemple, 
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exprime que la droile (£', V) passe par le point 

a \ ■+* br\ •+• c = o. 

EnGn il est bon d'observer que 

est liquation d'une s£rie de courbes qui touchent une m^me 
droite tangente a <p = o, ty = o. 

Probleme I. — Trouver la distance d'un point a une 
droite. 

Soient £', V les coordonn£es de la droite, et 

a\ •+- br\ -h c = o 

liquation du point. En coordonn£es ordinaires ou carte- 
siennes, liquation de la droite sera 

n h 

les coordonn£es du point seront > — ; la distance cher- 

c c 

chle sera done 

c * c at-hbW-{-c 

7^=rr= OU — - ' . 

Problems II. — Trouver la distance de deux points. 

Soient 

a\ -h 6yj ■+■ c = o, a'£-h 6' 7) -+- c' = o, 

leurs Equations tangentielles ; leurs coordonnees cartesiennes 

seront 

_ a _ b _ a' _ 6' . 

c c c'' c' m 

lear distance sera done 

6 6'\*"|* /( a c' — ca' )' -4- ( 6c' — c£' )» 



[(?-?)•* a -?)T- 



cc 
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Probleme III. — Trouver V equation du cercle ay ant 
pour centre le point a\ -h br^ -+- c = o, et pour rayon R. 

Ce cercle est l'enveloppe d'une droite \x ■+- t\y = i situee a 
la distance R du point en question et dont les coordonn^es 

sont , ; on a done, en exprimant que la distance du 

point a la droite est R, 

Cette Equation est de la forme 

p- H11 i = (AJ-i-BT)-4-C)«. 



XXVII. — Recherche des points de contact d'une courbe 

avec 80s tangentes, etc. 

Nous avons vu plus haut que les tangentes communes a 
deux courbes 

donn^es en coordonne'es tangentielles, avaient pour coordon- 
n£es les solutions communes a ces deux Equations ; il en r£sulte 
que, si elles sont de degr£s m et n, le nombre des tangentes 
communes sera wn. Si Ton convicnt d'appeler classe d'une 
courbe le degre" de son Equation tangentielle, on voit que 
deux courbes de classes m et n ont mn tangentes communes. 
Nous allons voir qu'une courbe de degre m est en general 
de la classe m(m — 1); le nombre des tangentes communes 
a deux courbes de degres m et n est done mn (m — i) (n — i).' 

Theoreme. — Si le degre' de V Equation tangentielle 
d f une courbe est /*, on peut lui mener par un point donne 
n tangentes ; et, vice versa, si par un point donne* on peut 
mener a une courbe n tangentes, le degre" de son equation 
tangentielle sera n et Vqn dira qu'elle est de n Ume classe. 

En effet, le nombre des tangentes a la courbe /(£, r\) = o, 
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qui passent par un point a\ -+- br k -f- c = o, est egal au pro- 
duit des degr£s de ces deux Equations; il est done dgal au 
degr£ de /, et vice versa. 

II r6sulte de la que liquation tangentielle d'une courbe 
de degr6 m est de degr6 m(m — i), puisqu'on peut lui me- 
ner en g£n£ral m(m — i) tangentes par un point ext£rieur. 

Probleme I. — Etant donnie une courbe en coordon- 
nies tangen tie lies 

et les coordonnies £, tj d'une de ses tangentes, trouver 
l' equation du point de contact de cette tangente. 

Liquation du point de contact est celle d'un point qui 
apparlient a deux tangentes infiniment voisines, £, t\ et 
\ -+- rf£, fi -+- dr\ ; liquation suivante 

aS-f- £H-4-c = o 

du point en question, ou H, H sont les coordonn6es courantes, 
devra done 6tre satisfaite pour S = £, H = t,, et pour 

E = \ 4- d\ et H == r t •+• dr t ; 

on doit done avoir 

a\ -h br± -+• c — o, 
ad\ -f- bdt\ = o; 

d'ou Ton conclul, en £liminant a, 6, c, 
(a)(S-0^-(H-r 1 )^ = o ou H-ij = ^(S-J). 

Telle est liquation du point de contact, analogue a celle de 
la tangente en coordonn£es ordinaires. Liquation (i) diffe- 
rentiae donne 
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et, en £liminant d£, dr\ entre (2) et (3), on a liquation d'un 
point de contact sous la forme 

Si l'on rend la fonction/ homogene par l'introduction d'une 
nouvelle variable s» cette Equation prend la forme 

ou 

(4) - dg ^ H 5^ ^ ^ dC — °» 

en observant que 

Probleme II. — Trouver I' intersection d'une droite avec 
une courbe donn&e en coordonnees tangentielles. 

Reprenons les notations et les formules du probleme pre- 
cedent. Soient £ , r\ les coordonnees de la droite donn£e. 
Liquation (4) est celle d'un point situ£ sur la courbe; pour 
cxprimer qu'il contient la droite £o> 7u> il faudra ^crire que 
son Equation est satisfaite par les coordonnees de la droite ; 
on aura done 

(5) {.jZ+^^h- 5,^=0. 

Cette equation, jointe k celle de la courbe, fera connaitre les 
tangentes de la courbe aux points ou la droite donn£e la ren- 
contre; cette Equation (5) est de degr£ m — 1 si / est de 
degr£ m. Done m(m — 1) est le nombre de points communs 
k la courbe et a la droite. 

II r^sulte de \k qu'une courbe de m ii:me classe est d'ordre 
m(m — 1 ). 11 y al 4 une sorte de paradoxe ; en effet, une courbe 
de degr£ m(m — 1) serait de la classe 

[m(m — j)][m(m — 1) — 1], 
nombre sup6rieur k m. II faut simplement conclure de Ik que 
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la courbe la plus generate de degre m n'est pas la courbe la 
plus g£n6rale de sa classe, ct que la courbe la plus g6n£rale 
de classe m n'est pas la courbe la plus generate de son degre. 

XXVIII. — Coordonnees trilineaires. 

Si Ton exprime que la droite 

(1) E*-*-v-+- C-» = o 

louche la courbe 

dnnn£e en coordonnees homogenes ou trilineaires, on obtient 
une equation 

(3) ?(5,i), S)-o, 

que Ton peut regarder comme V equation tangentielle homo- 
gene de la courbe (2) ou comme son equation en coordon- 
nees trilineaires tan gentie lies ; ou, comme Ton dit, en coor- 
donnees trilatdres; dans Pun ou Tautre cas, £, r,, £ seront les 
coordonnees de la droite (1). 

11 va sans dire que, lorsque liquation (3) est du premier 
degre, elle repr6sente un point; quand elle est du second 
degre, elle represente une conique ; quand elle est du degre 
n 9 elle represente une courbe de classe n. 

Les coordonnees du point qui a pour equation 

(4) /J-h/ni) -+- nt, = o 

s'obtiendront en cherchant le point fixe par lequel passe la 
droite (1) quand liquation (4) a lieu; en appelant x,y, z les 
coordonnees de ce point, on trouve 

x — y _ z 

l m n 

Soient toujours a, b, c les c6tes, A, B, C les angles du 
triangle de reference et 

(1) *g-t-j'r l -t-*C=-o 

L. — Traite d 'Analyse, II. 5 
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liquation d'une droite; en appelant s l'aire du triangle de 

reference, on a 

ax -+- by -f- cz — is. 

Appelons $i, 7j f , £, les distances des sommets A, B, C du 
triangle de reference a la droite (i), consid^rees comme posi- 
tives ou negatives suivant qu'elles sont dirig£es dans un sens 
ou en sens contraire. 

Soient, en coordonn6es ordinaires, 

x = X cos a -t- Y sin a — p = o, 

y = X cos p -f- Y sin p — q = o, 
z = X cosy -+- Y sin y — r = o 

les Equations des cdt£s du triangle de reference; liquation 
de (i) en coord onn£es ordinaires sera 

X(J cosa-hr, cosfi -+- £cosy) 

-+- Y (£ sin a -+- tj sin fi -+- £ sin y ) — (p \ -+- q t\ ■+- r £) = o, 

et Ton aura 

.. £ (/? sin A -4- q sinB -+- rsin C)cosec A 

/; 2 -+- 7/ 2 -f- £ 2 — 2Tj5 cos A — a S£ COS B — 2 fo cos G 

Les coordonnees 5, tj, £ sont done proportionnelles a £i, 7) t , £ 4 
et pourront, si Ton veut, £tre regardees comme £gales a ces 
quantity. 

Or (p sin A + q sinB 4- r sinC) cos£c A est £gal a 

ap-^-bq -+- cr 



a 



e'est-a-dire a — > en sorte que la formule pr£c£dente donne 
les relations 



a\\ bt\ x c^i 2* 



£ T J ? /?*-^ T i*-+-C 2 — 27)£C0SA— 2££c0sB — 2^ COsC 

d'ou Ton tire 

(a{,)» -+-(67)0* + (cW» 

— 2 6ctj, £,cosA — 2ca^5iCosB — 2a6£i7) 1 cos G = 4 s 1 , 

relation qui lie entre elles les trois distances £4, 7^, £ que 
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Ton pourra, si Ton veut, consid£rer comme les coordonn^es 
d'ane droite. On en conclut que 

S 1 -*- 7 ! 1 -*- P — 2t,^cosA — a^cosB — afo cosG = o 

est Inequation de deux points a l'infini. Pour trouver ces 
points, on meltra Inequation pr^c^dente sous la forme 

(; — r, cosC — £cosB)* -+-C 7 ) s > n G ■+■ £sinB)* = o 
ou 

5 — Yie^Ci/^7^ — c ±b/~ =0 ; 

les coordonn^es de ces points sont proportionnelles a 

ce sont les ombilics, comme on le verra § XXXIV. 

XXIX. — Remarque an sujet des coordonnees tangentielles. 

Quand les coordonnees d'un point sont transformees par 
une substitution, les coordonndes d'une droite sont trans- 
formees par la substitution inverse. Ces variables sont 
done contragridientes. 

Conside>ons la droite 

Ix-hr^y-h^z = o; 

si nous posons 

x = ax f -\-by-hcz', 

y = a' x' -+- b'y' +cV, 
z = a'x'-hb'/+c'z' f 

liquation de la droite devient 

les coordonnees (£, 7|, £) sont devenues a\ -+- a'*/; + a"£, 
6 £ -h 6't, -I- &"£ . . . ; elles sont bien transformees par la sub- 
stitution inverse. 

Si Ton considfcre liquation d'unecourbe/(x, y, z) = oen 
coordonnees ordinaires, et son equation <p($, 71, £) = o en 
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coordonne'es tangentielles, les fonctions/et <p sont alors des 
con tre variants. 

Lorsque la fonction /est du second degre, la fonction <p 
est sa fonction adjointe. 

XXX. — Des figures polaires reciproques. 
On appelle polaire riciproque d'une courbe 

(i) /(*>.r>*) = Oi 

par rapport k line conique 

l'enveloppe des polaires des divers points de la courbe rela- 
tives & la conique. 

Pour trouver la polaire r£ciproque de (i) par rapport a la 
conique (2), il faudra chercher l'enveloppe de la polaire du 
point (x, y, z), savoir 



(3) 








«2*' 


dy 
ay 


y dy 


que 


Ton 


peut 


aussi 


6crire 






(4) 








dq> dy 


dy 



Pour cela, on £liminera x f y y z en tre (1), et les Equations 
obtcnues en £galant a z6ro les determinants des premiers 
membres de (1) et (4), savoir 



dx 


V 
* 


dy 


dy 



= 0, 



ce que l'on peut £crire 

dx'd% dy'dn dz' d$' 
I'une de ces equations est d'ailleurs surabondante. 
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La polaire reciproque d'une courbe est aussi le lieu des 
pdles de ses diverse* tangentes. 

En effet, rappelons que le pdle d'une droite 

Aa?-+- B7-+-C* = o, 

relativement a la conique (2), est don 116 par la formule 

<*? . a - a ? • r - *P • r • 

dx oy oz 

le pdle de la tan gen te 

ox oy oz 

a la courbe (1) sera donne par la formule suivante, ou £,-/}, £ 
seront les coordonn^es du p6le, 

dx * d\ dy ' eh) dz' d£ 

Pour avoir le lieu du p61e, il faudra eliminer x> y, z entre 
ces Equations et (1). C'est le procede employe pr^c^deminent 
pour trouver la polaire reciproque de (1). 

II r£sulte de la que la polaire reciproque d'une courbe a 
pour polaire reciproque la courbe elle-m6me, ce qui justifie 
la denomination de polaires riciproques donn^e aux courbes 
que nous venons de considerer. 

II faut remarquer que la classe d'une courbe est egale au 
degre de sa polaire reciproque, et vice versa. En effet, si Ton 
considere une s^cante a la courbe proposee, elle la rencon- 
trera en m points, m designant le degre de la courbe; les 
polaires de ces monies points concourront au pdle P de la 
droite consider et seront tangentes a la polaire reciproque : 
ce seront d'ailleurs les seules tangentes que Ton pourra mener 
de P a cette courbe : elle est done bien de la classe m. 

c. Q. F. D. 

Ainsi la polaire reciproque d'une conique est une conique. 
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XXXI. — Des polaires reciproques par rapport a on cercle. 

Cherchons (Jig* 19) la nature de la polaire reciproque 
(Tune courbe par rapport au cercle O de rayon R. Par un 
point M de cette courbe, menons line tangente MAB qui 

Fig. 19. 




coupe le cercle en A et B, puis les tangentes AS et BS & ce 
cercle; le point de concours S de ces tangentes sera le pdle 
de MAB ou le point de la polaire reciproque correspondant 
a M. On a, en joignant OS et en appelant P le point de ren- 
contre avec AB, 

OPxOS = R*; 

or le point P appartient k la podaire de la courbe proposed 
par rapport au centre du cercle ; done : 

La polaire reciproque d'une courbe par rapport & un 
cercle est la transformie par rayons vecteurs reciproques 
de la podaire de cette courbe par rapport au centre du 
cercle et le module de la transformation est le carrS du 
rayon du cercle. 

XXXII. — Calcul des coordonnees de la polaire reciproque d'une 
courbe en fonction des coordonnees des points de la courbe. 

Consid£rons le cercle imaginaire 
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la polaire du point (x } y) par rapport a ce cercle aura pour 
Equation 

Supposons que le point x,y suhisse un emplacement dx, dy\ 
l'equation de la polaire deviendra 



\(x -h dx) -f- tj(7 -f- dy) -+- X>z 



= o, 



Intersection de cette droite avec la premiere satisfera a 

liquation 

%dx-*c-y\dy -i-X^dz = o, 

ou l'on peut supposer dz = o ; on a done 



zrf/ — .ycfe a?^s — ^cte x dy — y dx 

On en conclut les coordonn£es du point (£, tj, £) de lo 
figure polaire r^ciproque de la figure de'erite par le point 
( x, y). En d£truisant l'homog£n£it£, on a 

t , t dy —dx 

<«> *= *4r-yd* ' * = *<fy-ydx ' 

9 

Les coordonn^es de la tangente au lieu d£crit par le point 
(x,y) sont faciles a calculer, car cette tangente a pour equa- 
tion 

(Y —y)dx — (X — x)dy = o, 

et ses coordonn^es a l'origine ont pour inverses les expres- 
sions (i). Done les coordonn£es tangentielles d'une tangente 
a une courbe sont e'gales aux coordonn^es du point corres- 
pondant de la polaire reciproque par rapport au cercle 
\* + *i 2 4- 1 = o. Done : 

IS Equation tangentielle d'une courbe est aussi l'equa- 
tion de sa polaire reciproque en coordonnees ordinaires, 
quandon suppose les coordonnees tangentielles remplacees 
par des coordonnees ordinaires, la conique directrice itant 
le cercle x 2 -\-y 2 -H i = o (voir p. 68). 



J 
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XXXIII. — Podaires inverses. 



On appelle podaire inverse d'une courbe la courbe qui a 
celle-ci pour podaire. 

Pour trouver la podaire inverse d'une courbe, on peut 
chercher l'enveloppe des perpendiculaires aux extr6mit£s des 
rayons vecteurs de cette courbe \ on peut aussi s'appuyer sur 
ce que la polaire r^ciproque d'une courbe par rapport a un 
cercle est la transform^ par rayons vecteurs r^ciproques de 
la podaire de cette courbe. Par exemple : 

i° Quelle est la courbe dont la podaire est une droite? 

La transform^ par rayons vecteurs r^ciproques de la podaire 
est un cercle ; quant a la polaire r6ciproque de ce cercle, c'est 
une parabole ayant le p61e pour foyer ; done la courbe cher- 
ch£e est une parabole, ce que Ton savait. 

a Quelle est la courbe dont la podaire est un cercle? 

La transform^ par rayons vecteurs r£ciproques d'un cercle 
est un cercle, la transform^ par polaires r£ciproques d'un 
cercle par rapport a un autre cercle est une conique ayant 
son foyer au centre de ce cercle; done la podaire inverse d'un 
cercle est une conique ayant son foyer au p61e de la transfor- 
mation, ce qui est Evident par les proprietes connues de 
l'ellipse. 

XXXIV. — Sur les ombilics et les droites isotropes. 

Nous avons d&ja dit ce que nous devious entendre par la 
droite de l'infini. On appelle droite iso trope une droite qui 

a pour coefficient angulaire ±y/ — i. Par tout point a, J3 
passent deux droites isotropes ayant pour Equations 

y — P H- \/ :=r i (x — a) == o, y — p — /~i (x — a) = o, 
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dont l'ensemble peut £tre repr£sent£ par 

Les deux droites isotropes passant en a, (3 forment un cercle 
de rayon nul, ayant son centre en a, (3. Ce sont aussi, si Ton 
veut, les asymptotes de tous les cercles ayant leurs centres 
en a, |3. Toutes les droites isotropes rencontrent la droite 
de rinfim en deux points fixes, que Ton appelle ombilics. 
Quoique ces notions soient en general bien connues du lec- 
teur, nous a lions pr^ciser celle des ombilics. 

Prenons des coordonn£es trilin£aires : liquation du cercle 
circonscrit au triangle de reference est 

yz sin A -f- zx sin B -h xy sin C = ou ayz -+- bxz -r- cxy = o, 

A, B, C ddsignant les angles du triangle de reference; a, 6, c 
ses c6t£s (on s'en assure facilement en remplacant x y y, z 
par leurs valeurs en coordonn£es ordinaires). Liquation d'un 
cercle quelconque s'obtiendra en ajoutant au premier membre 
de cette Equation des termes du premier degr£ par rapport 
aux coordonn£es ordinaires, soit, en coordonn£es trilin£aires, 
des termes tels que 

{ax -h by -h cz)(lx -+- my -+- nz) y 

car le premier facteur est une constante, le double de l'aire 
du triangle de reference. Ainsi liquation d'un cercle quel- 
conque est 

(1) ayz -T- bxz -+■ cxy -+- {ax -r- by -+• cz){lx ~ my -+- nz) = o. 

Liquation g6n£rale des droites isotropes s'obtiendra en £cri- 
vant que le premier membre de cette Equation est le produit 
de deux facteurs du premier degr£, ou en annulant son dis- 
criminant. 

Si l'on coupe le cercle (i) par la droite de Pinfini 

(2) ax ->rby -\-cz = o, 
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on obtient le m^me resultat qu'en coupant le cercle 

( 3 ) ayz -k-bxz-^r cxy = o 

par la me* me droite. Done tons les cercles, tons les couples 
de droites isotropes rencontrent la droite de Vinfini aux 
deux m^mes points , dont les coordonnees x,y 9 z sont solu- 
tions de (3) et (2). 

En 61iminant z entre (2) et (3), on a 

( x* -i-y*)ab -+- xy(a* -+- b x — c l ) = o, 

ce que Ton peut £crire, en divisant par ab, 

x * -\-y* -\-ixy cos G — o ; 
d'ou 

Z = — cosG=h/ :r TsinG = — e* *""' 

x w 

ou, si Ton veut, 

x 

(4) __ 

- = e m±B)V -i- 
x 

substituons ces valeurs dans liquation (3), ou 

x sinA -+-y sinB -h z sinC = o; 
nous aurons 

sin A H- e^QV^sinB -f- e^^V^sinC = o. 

Pour que cette Equation ait lieu, il faut prendre des signes 
contraires devant G et B dans les exponentielles. Les for- 
mules (4) donneront alors 

Z = e -(*+h)\/~l - == C (A-I-C)/=1 

X X 

ou 

Z = e (A-+-B)/^l £ = e -(k+Q)>/^\. 

X ' X 
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On peut remarquer qu'en appelant x, y, z et a/, y\ z 1 les 
coordonn£es des ombilics, on a 



xx =yy = zz 



En tout cas, l'ensemble des ombilics pourra toujours e*tre 
repr^sente* par les deux Equations 

ax -i- by -T- cz = o, 
a b c 

- H H =0. 

a? y z 



XXXV. — Foyers des courbes planes. 

On appelle foyer d'une courbe plane un point d'ou Ton 
peut mener a cette courbe deux tangentes isotropes. C'est 
aussi, si Ton veut, le centre d'un cercle de rayon nul double- 
men t tangent a cette courbe; la corde de contact est la direc- 
trice correspondante. Cette definition est la generalisation 
toute naturelle des foyers dans les courbes du second degre\ 

Soit 

liquation tangentielle d'une courbe ; alors 



exprimera que y — |3 + (x — a)^,' — 1 = est tangente a la 
courbe. 

Supposons liquation pr£c6dente, mise sous la forme 

P-+-/ 7r iQ = o; 
alors 

P — / :r TQ = o 



exprimera que y — j$ — (x — a)y/ — 1 = o est tangente a la 

courbe, et 

P = o, Q=o 

seront deux Equations qui d£termineront les foyers. Soit n la 
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classe de la courbe consid6r£e, n 2 sera le nombre de ses 
foyers. C'est du reste ce que Ton peut constater comme il 
suit : 

Par chaque ombilic du plan, on peut mener n tangentes a 
la courbe : ces 2/1 tangentes se rencontrent en n 2 points, qui 
sont les foyers. 

II y a une exception a la regie que nous venons de signaler : 
supposons que la courbe conside>6e passe i fois par les om- 
bilics du plan; par chaque ombilic on pourra mener n — 2( 
tangentes a la courbe, distinctes des i tangentes que Ton peu 
mener par l'ombilic me" me, et des i tangentes confondues 
avec la droite de l'infini; il y aura done (n — ii) 2 foyers, 
intersection de ces droites distinctes des tangentes singu- 
liires dont nous venons de parler. 

Mais chacune des tangentes non singulieres que Ton peut 
mener par un ombilic rencontrera les tangentes a l'autre 
ombilic en i points, ce qui fait en tout n — 21 points de ren- 
contre; ces n — ii points de rencontre, ainsi que les n — 2 i 
autres points obtenus en permutant les roles des ombilics, 
sont des foyers reels, que nous appellerons avec M. Laguerre 
les foyers singuliers de la courbe. 

II y a done ( n — 2 i) 2 foyers ordinaires et 2 (/i — 21)1 foyers 
singuliers, en tout 

n* — 4 * n ■+" 4 l * -*- a /u — 4 & = n% — 2 ni 

foyers; mais, si Ton considere les foyers singuliers comme 
doubles, il y aura 

n* — 4 in -+- 4 i % ~ ini — 8 i* = n* — 4 ** 

foyers, qui, avec les ombilics qui sont des foyers d'ordre de 
multiplicity 2i 2 , feront les n 2 foyers dont une courbe de 
classe n est susceptible. 
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EXERCICES ET NOTES. 

1. On appelle podaire oblique d'une courbe, par rapport a un 
point O, le lieu des picds des obliques menees du point O sur les 
tangentes a la courbe, ces obliques faisant un angle constant avec 
les tangentes correspondantes. Cela pose, prouver que : 

Toutes les podaires obliques d'un merae point O par rapport a une 
courbe donnee C sont semblables. 

Les podaires obliques en question ont pour enveloppe la courbe G. 

2. On mene toutes les tangentes a une courbe donnee C, ces tan- 
gentes rencontrent deux droites fi xes en A et B : soit M le milieu de AB ; 
on propose de montrer que, si Ton sait construire g^omctriquement 
la tangente en un point quelconque de la courbe G, on saura aussi 
construire la tangente en un point quelconque du lieu du point M. 

3. Trouver les foyers de la courbe 

x s -r-y 3 — Saxy = o. 

4. Trouver les foyers de la courbe 

(x* -r-y*)* = ax*. 

5. Trouver les foyers de la courbe 

x * -\-y* = 1. 

6. L'enveloppe de la courbe suivante, ou 8 est variable, 

x cos"* 8 -r-y sin™ 8 = 1, 
a pour equation 

7. Trouver l'enveloppe d'une corde de grandeur constante dans 
l'ellipse ou l'hyperbole. 

8. Trouver l'enveloppe des cercles coupant deux cercles fixes sous 
des angles 6gaux. (L'enveloppe se decompose.) 

9. Un angle de grandeur constante pivote autour d'un point d'une 
ellipse, ses c6tes rencontrent l'ellipse en A et B; trouver l'enveloppe 
de la droite AB. 
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10. Si par un point O on mene une droite, cette droite rencontrera 
une courbe d'orde m en m points A 4 , A 2 , . . ., A m ; determinons sur 
cette droite un point A, tel que 



m 



OA ~ OA, OA 2 OA m ' 

le lieu du point A, quand on fera tourner la droite autour du point O, 
sera une droite; trouver l'enveloppe de cette droite, quand on fait 
decrire au point O une droite. 

11. Trouver l'enveloppe de la conique suivante, ou X, Y, Z sont 
des fonctions lineaires de x, y, 

X*X» — X(X*-+-Y« — Z*)-hY« = o; 

conclure de la l'equation g6n£rale des coniques inscrites dans un 
quadrilatere. 

12. Trouver l'equation tangentielle des foyers d'une conique don- 
nee, soit par son equation ordinaire, soit par son equation tan- 
gentielle. 

13. Trouver Penveloppe d'une serie de cercles ayant leurs centres 
sur une spirale logarithmique (r = e®) ct passant par le point auquel 
la spirale est asymptote. 

14. Trouver Tenveloppe du diametre d'un cercle qui roule sur une 
droite sans glisser (cycloide). 

15. Trouver l'enveloppe d'une serie de cycloi'des engendrdes par 
lcs points d'un cercle variable, roulant sur une droite fixe; on sup- 
pose que toutes les cycloides ont un point de rebroussement commun. 
[La cycloide a pour equations x = a(u — sinu), y = a( 1 — cos a), 
u d£signant un parametre variable.] Y a-t-il une enveloppe propre- 
ment dite? 

16. On donne une courbe et un point O : sur chaque rayon vec- 

teur OM de cette courbe on compte une longueur OM'= > 

a ctant un nombre constant; on propose de tracer la tangente au 
lieu des points M', connaissant la tangente au lieu des points M. 
Prendre pour la courbe donnee une droite, un cercle, etc. 

17. On donne deux courbes; soient M et M' deux points pris sur 
Tune et l'autre courbe et tels que les tangentes aux courbes en ces 



g£om£trie plane. 79 

points soient paralleles; prouver : i° que, N etant le milieu de MM', 
lelieu des points N aura pour tangente en N une droite parallele aux 
tangentes en M et M' aux courbes proposees; 2° que, si par un point 
fixe on mene des droites OP £gales et paralleles a MM', la tangente 
en P au lieu des points P sera parallele a la tangente en M au lieu des 
points M. 

48. £tant donnees deux droites concourantes AB et AG et un mo- 
dule k, on transforme la droite AB par rayons vecteurs reciproques 
en prenant pour poles successivement tous les points de AC; on 
obtient ainsi une serie de cercles dont on demande l'enveloppe. 

49. On donne deux cercles Get C et une courbe A a laquelle on 
sait mener les tangentes, on cberche les polaires d'un point M de la 
courbe A par rapport aux cercles C et C'; soit M' le point de concours 
de ces polaires : le lieu du point M' est une certaine courbe a laquelle 
on demande de construire une tangente en un point donne\ 

20. Les cdtes d'un angle de grandeur constante touchent sans cesse 
deux courbes fixes ; on propose de construire la tangente au lieu de 
son sommet. 

21. On donne une droite et une courbe fixes, on mene les tangentes 
a la courbe; soit MT Tune d'elles, T designant le point de rencontre 
de cette tangente avec la droite fixe DT : on m£ne la bissectrice de 
Tangle DTM; trouver l'enveloppe de cette bissectrice. (£tude du cas 
oil la courbe donnee est un cercle.) 

22. Etant donnee une courbe, on lui mene des tangentes, et, par 
les points ou ces tangentes rencontrent une droite fixe, on lui mene 
des perpendiculaires, ces perpendiculaires enveloppant une courbe; 
on demande de trouver le point ou l'une de ces tangentes touche 
son enveloppe. 

23. Soient p, q, r, . . . des normales communes a une droite et a 
des courbes fixes P, Q, R, . . .; supposons que Ton ait 

f(P,q,r, ...)=o; 

la droite en question enveloppe une courbe G, et le point ou la droite 

touche son enveloppe G est le centre de gravit6 de masses -p > — > 

~y . • • , placees sur la droite aux points ou les droites /?, q, r, ... la 
rencontrent. 
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24. Les distances p, q d'une droite a deux points fixes P, Q soot 
liees par Tune des relations 

pq = const., — = const., />*-+- q % = const., op -4- bq = const.; 

construire le point ou la droite touche son enveloppe et trouver la 
nature de I'enveloppe {voir l'exemple precedent). 

23. Trouver la plus courte distance de deux courbes (normale 
commune;. 

26. Trouver le plus court cherain d'un point a un autre passant par 
des courbes donnees. (L'angle d'incidence est egal a Tangle de 
reflexion.) 

27. Trouver le plus court chemin d'une droite a une autre, en pas- 
sant par une courbe donnee. 

28. Trouver sur une courbe donn6e un point tel que la somme des 
carres de ses distances a des points fixes soit un minimum. (Ge point 
est le pied de la normale abaiss£e du centre de gravite des points 
fixes sur la courbe. ) 



>999m 
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CHAPITRE II. 

feTUDE DES QUESTIONS QUI DEPENDENT D'INFINIMENT PET1TS 

D'ORDRE SUPfcRIEUR AU PREMIER. 



I. — Longueur d'un arc de courbe. 

Oq appelle longueur d'un arc de courbe la limite du pe>i- 
metre d'un polygone inscrit dans cet arc et dont les c6t£s 
de'croissent ind^finiment pendant que leur nombre croit ind£- 
finiment. 

Nous ferons, au sujet de cette definition, plusieurs re- 
marques : 

i° II est n^cessairededefmir la longueur d'un arc de courbe; 
en effet, Tegalit^ g£om£trique reposant sur l'id^e de super- 
position (deux figures sont egales quand elles sont superpo- 
sables ou quand elles se composent de parties superposables), 
il ne saurait y avoir d'£galite* possible entre une droite ct une 
courbe. Une definition seule peut done nous amener a la 
comparaison d'une droite et d'une courbe et a revaluation, 
en unites de longueur, d'un arc de courbe. Quoi qu'il en 
soit, nous avons en nous l'id£e vague de la longueur d'un arc 
de courbe; la definition que nous avons donn^e ne fait que 
pretnser cette id£e. 

2° Pour qu'elle soit acceptable, il faut prouver que la lon- 
gueur limite du polygone inscrit existe, et qu'elle ne depend 
pas de la loi suivant laquelle on fait tendre ses c6t£s vers 
z£ro. 

Rapportons l'arc a deux axes rectangulaires ; soient # , 
y et X, Y les coordonn£es des extr£mit£s de cet arc de 
L. — Traite <T Analyse, II. 6 
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courbe; prenons entre les extremit^s n — 1 points de divi- 
sion, et soient (#,, y % ) % (# 2 , y 2 ), • • ., *>«-i, }'n-\) leurs 
coordonn^es. En joignant ces points de division, on obtiendra 
un polygone dont un c6l£ aura pour longueur 

ou, pour abr£ger, 

la longueur totale du perimetre du polygone sera 

/-i-i 

1=0 

OU 



Nous supposerons d'abord ~- =y l croissant de y' Q a Y'. 

Soit/(,z) Tordonn6e du point correspondanta Tabscisse x\ 
on aura, en appelant 9 un nombre compris entre o et i , 

et par suite 

( 2 ) S -^ **l /T-r [/'(*;-;- 0A*,)]*. 

Or, si, sur l'ordonnee correspondant a l'abscisse 27, on 

prend line longueur £gale a yi -r [/'(^i)] 2 * l e l* eu des extre'- 
mite*s des droites ainsi obtenues sera une certaine courbe 
a) ant pour Equation 

(3) r i = s /i-i-[f\x)]*, 

et Texpression (2) de s sera Texpression d'une certaine aire, 
comprise entre la somrae des aires des rectangles de base Lx 
inscrits et circonscrits a la courbe (3); or les sommes des rec- 
tangles inscrits et circonscrits ont meme limite : l'aire com- 
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prise entre l'axe des x, les ordonneesjKo* Y et la courbe (3). 
En effet, la difference de cesdeux sommes est £gale a ^ £ix Av, 

c'est-a-dire moindre que\^M A.r, M d£signant le maximum 

de ky qui tend vers z£ro, ou que M(X — x) qui tend aussi 
vers z£ro; l'expression (2) de 5 a done une limite finie aussi. 

Le raisonnement que nous venons de faire convient encore 
au cas ou y serait d^croissant, ou m6me alternalivement 
croissant et decroissant, pourvu que ces alternatives de crois- 
sance et de decroissance ne soient pas en nombre infini. 

Cherchons maintenant l'expression de la diflferentielle de 
la longueur de Tare de courbe. 

Soits la longueur d'un arc compt£ a partir d'une origine 
fixe O prise sur la courbe ; cette longueur, d'apres ce que nous 
venons de voir, est representee par l'aire de la courbe dont 
liquation est 

Or, si Ton donne a I'abscisse x I'accroissement dx, l'aire de la 
courbe en question prend un accroissement compris entre 
deux rectangles ayant pour base dx et pour hauteur r\ et 
Tj 4- Ar, ; on peut done prendre pour accroissement de l'aire 
en question r { dx, qui sera aussi sa differentielle ; mais cette 
expression est aussi celle de la differenlielle de Tare 5; on a 

done 

ds = 7) dx 

ou bien, en remplagantr, par sa valeur, 

ds = tfi-r[f(x)P dx 
ou, ce qui revient au m£me, 

ds — v^i -x-y 1 dx 



ou bien encore 



*V ,+ (£)'*■ 
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Done : 

Theoreme. — La differentielle ds de la longueur de 
Varc d'une courbe dont V ordonnee est y et Vabscisse x 
est donnie par la for mule 

ds = /ih- y* dx ; 

si Von fait passer dx sous le radical en observant que 
ydx = dy, on a 

ds = \Jdx*-\- dy* ou ds 1 = dx* -h dy*, 

formules importantes (ou les coordonne"es sont cens£es rec- 
langulaires). 

Corollaire. — On a vu que dx et dy £taient proportion- 
nels aux cosinus des angles que la tangente a la courbe fait 

avec les axes; cela resulte d'ailleurs de ce que —- est la tan- 
gente de Tangle a que cette droite fait avec I'axe des x\ on 

a alors 

dx . dy 

cosg= J » sina = 



fax* -h dy* ^dx i -h dy* 

ou bien 

dx dy 

cosa=-7-> sma=— ,-• 
as ds 



II. — Differentielle de Tare dans divers systemes de coordonnees. 

i° En coordonnees rectilignes obliques. — Soit8 Tangle 
des axes : nous avons trouve en coordonnees rcctangulaires 

ds 2 = dx 1 -+- dy 1 ; 

done ds est Thypot£nuse d'un triangle rectangle dont dx et 
dy sont les c6tds; ds est done rigoureusement £gal, dans ce 
systeme de coordonnees, a la portion de tangente allant du 
point de contact a Tordonn^e voisine de ce point. Mais, dy dif- 
ferant de by d'une quantity du second ordre, on peut poser, 
aux termes du second ordre pres, 

ds l ^=dx t -\- \y*, 
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et dire, a cet ordre d'approximation pr£s, que la differentielle 
de l'arc, ou m£me que l'accroissement As de cet arc, est 
l'hypot£nuse d'un triangle rectangle dont Ax et Ay seraient 
les c6t£s ; cette hypotenuse est pr£cisement lacorde de Tare As : 
ainsi Tare As et sa corde ne different que par des termes du 
second ordre au moins (nous verrons plus loin que la diffe- 
rence est du troisi&me ordre); on peut done, dans le calcul 
de la differentielle de l'arc, remplacer l'arc infiniment petit 
par sa corde. 

II r£sulte de la que, en coordonn£es obliques, la differen- 
tielle d'un arc pouvant £tre remplac^e par la corde correspon- 
dante et Ay par dy, on a 

ds- = dx i -+- dy* -\-idxdy cos 8. 

2° En coordonnees polaires. — Si l'on appelle {fig* 20 
r, 6 les coordonnees d'un point quelconque M de la courbe, 
r -+- rfr, -f- rf8 les coordonnees d'un point voisin M' ; la 
corde MM' joignant ces points, que nous pouvons appeler rfs, 
sera l'hypotenuse d'un triangle rectangle mixtiligne dont l'un 
des c6tes M'P sera Ar ou rfr, et dont l'autre cdte sera Tare 

Fig. ao. 




Z^l 



o 



de cercle MP =r rrf8 decrit de l'origine O comme centre avec r 
pour rayon; cet arc peut remplacer le cdte rectiligne MQ qui 
est son sinus. Quant a PQ £gal a 



db* 
r(i — cosaO) = r K 



il peut 6tre neglige comme etant du second ordre; or on a 
dans le triangle MM'Q 



MM' = MQ h- QM' 
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ou, aux termes d'ordre sup^rieur pres, 



ds* = PM' -*- PM 
ou 

3° Coordonnees bipolaires. — En appelant;*, /^les rayons 
vecteurs et c la distance des poles fixes ou foyers, on a 

_ 4 rr' |>r Vr» -4 - dr'* ) — ( r' -■•- r'» - c*)drd r] 

" /?(/? — c;(/>— /•)(/> — r) 

formule ou Ton a pose 2/} = c-r/'r r'. II parait difficile de 
g6ne>aliser cette formule. 

III. — Des divers ordres du contact des courbes planes. 

Si Ton considere (Jig* 21) deux courbes ayant un point 
commun M et une secante commune NN' rencontrant les 
courbes en des points N, N', voisins du point de contact, 

Fig. 21. 




mais faisant avec les tangentes en M des angles finis, les dis- 
tances MN, MN' et NN' seront en general de m£me ordre; 
car les angles du triangle MNN' seront finis, leurs sinus aussi, 
et par consequent les rapports MN : MN' : NN' aussi. 

Mais, si Tangle NMN' est infiniment petit ou, ce qui re- 
vient au me 1 me, si les courbes sont tangentes en M, les angles 
N et N' restent encore finis, MNetMN' sont de m£me ordre. 
Quant a NN'. il est d'un ordre supe>ieur; en eflet, on a 



i.ir 



MN _ JVW _ NN' 
sinN' ~~ sinN ~~ sin M 
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et, N, N' 6tant finis et M iafiniment petit, il faut que NN' soit 
d'ordre superieur. 

L'ordre de NN' est independant de rorientation de la s(5- 
cante NN'; en effet, en considerant une autre secante, telle 
que NN", dans le triangle N N'N", le rapport de NN' a NN* est 
celui des sinus des angles opposes qui, par hypoth&se, restent 
finis. 

Cela pose, nous dirons (et nous serons en droit de dire) 
que deux courbes, ayant un point commun M, ont en ce 
point un contact d'ordre n, quand la portion de secante 
menie dans le voisinage de M interceptee entre les deux 
courbes sera d'ordre n -f- i . Par rapport aux distances 
des points d' intersection au point M, on suppose d'ail- 
leurs que la position limite de la secante n f est pas celle 
dhine tangente en M a Vune des deux courbes. 

Cherchons maintenant les conditions du contact d'ordre n 
de deux courbes passant en M; soientj' et/, les ordonn^cs 
des deux courbes correspondant a une m£me abscissc x\ au 
point M on a/=/,. Si Taxe desj' (ce que nous suppose- 
rons) n'est pas parall&le a la tangente en M, nous pourrons 
considerer une secante parall&le a Taxe desj', mende dans le 
voisinage de M; elle coupera les courbes en des points ayant 
pour coordonn^es (x -f- Ax, y -f- Ak) et ( x 4- Ax, y K -f- Aki ). 
La grandeur de cette secante sera Ar — Aj'j, et, pour qu'il y 
ait contact d'ordre n, il faudra que Hy — &y s soit d'ordre 
n 4- 1 *, or (t. I er , p. 126) 

Ar, = dy x - jz<Pjrx:- - — ] r - n d'jr, ..... 



done 



Ar — Ari = 4r — d y\ -+■ — ( d 'y - d% y\) • • 

1 • jl 

(d"y — d»jr t )-h..., 



1 . a ... n 
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et, pour que ky — ky { soit d'ordre n -f- i , il faut que Ton ait 

dy = dy u fry = d*y u . . . , d*y = d»y x ; 
d'ou Ton conclut le theor£me suivant : 

Theoreme I. — Pour que deux courbes aient en un 
point M un contact d'ordre n, ilfaut et il suffit qu'en un 
point les differentielles ou les dirwees de leurs ordonnees 
soient 6 gales j'usqu'a Vordre n inclusivement. 

Si Ton prenait pour variable independante, non plus x, 
raais une autre variable t quelconque, les conditions de con- 
tact d'ordre n seraient, en appelant x ely, x K e\.y K les coor- 
donn^es de deux points correspondant a une meme valeur 
de / pour laquelle il y a contact, 

dy dy* 

* = *» y=r*> ■& = -& 

d l y dx — d*xdy _ d s yi dx x — d* x x dy x 

dx* ~" dx* 9 

auxquelles on satisferait en posant 

dx = dx it d*x= d*x u ..., d n x = d n x u 
dy = dy u dly = dty u . . . , d n y = d n y x \ 

ces derni&res conditions sont £videmment suffisantes, mais 
elles ne sont pas necessaires. Elles expriment que les pro- 
jections A# — Aa^, et by — Ly K d'une certaine corde com- 
mune sont d'ordre n + i . 

Ceci d'ailleurs se voit ais£ment sur un exemple particulier : 

ainsil'on peut avoir dx = 7.dx s et-^ = -j-±> les deux courbes 

auront cependant un contact du premier ordre au moins; 
mais, si l'on a dx= 2dx if il est bon d'observer que MN et 
MN', qui sont sensiblement parall&les, sont aussi a peu pres 

dans le rapport de i a 2 ; ^^- est alors fini, -^ £tant fini ; 

Tangle N est de m£me ordre que M et NN' est a la limite 
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parallele a la tangenle en M . Ainsi, pour exprimer que deux 
courbes out un contact cVordre n, il suffira d'^crire que 
les deriv£es ou les diffldrentielles de leurs ordonnees prises 
par rapport a leurs abscisses sont les memes jusqu'a l'ordre n 
inclusivement. 

On pourra aussi ecrire, en prenant une variable ind^pen- 
dante quelconque, que les diflferentielles des deux coor- 
donne*es sont egales dans les deux courbes jusqu'a Fordre n 
inclusivement; n des in equations ainsi Rentes elablirontun 
certain mode de dependance des variables x et x tJ et les n 
autres equations seront celles du contact. 

Pratiquement, pour Ecrire que deux courbes ont un contact 
d'ordre n 9 on differenliera I'equalion de Tune de ces courbes 
et Ton supposera que les diflerentielles qui figurent dans le 
resultat soient tiroes de liquation de l'autre courbe. 

Si Ton veut, par exemple, exprimer que l'ellipse 

x = a cos t , y = b sin t 
a un contact du premier ordre avec la droite 

y = mi + ft, 

on ^crira d'abord 

b sin t = ma cos t -t- n, 

ce qui ex prime que les deux lignes se rencontrent; ensuite 
on differentiera et Ton aura 

b cos t = — ma sin t. 

Les deux lignes auront alors mSme dx et meme dy 7 el 
par suite elles seront tangentes : cela revient a diflerentier 
y = mx -H /i, apres avoir remplace x cly par leurs valeurs 
tirees des equations de 1'ellipse. 

Pour exprimer que deux courbes representees par les 
equations 

(A) f(x,y) = o, V(x,y) = o 

ont un contact d'ordre /?, il suffira d'6crire que les valeurs 
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d e }'*> ft y'r • - ■ > J'"} tirees des Equations (A) et de leurs i 

derive es j 

dF . dF 

— t-y T~ = °t i 

Ox J dy 

dx* J dxdy ' J dy* J dy ' ' 

d*F , ^F^ fJ <^F ^ .^F 

dx* _i " 27 dr^ "^ dy* ^^ dy r ~ °' 



sont 6gales, ce qlii revient a 6crire que Ton a 

df dF df dF d*f d*F 

dx ' dx dy ' dy dx* ' dx* 

en d'autres termes, pour que les courbes (A) aient un contact 
d'ordre n en x, y, il faut qu'en ce point les de>ivces de f 
et F soient proportionnelles jusqu'a l'ordre n inclusivement. 
Si Ton rend les Equations (A) homogenes par Tin traduc- 
tion de la variable z et si Ton fait usage du th^oreme des 
fonctions homogenes, on voit que Ton pourra ecrire, a la 
suite des rapports (B), les suivantes 

df dF d*f d*F d*f <) 2 F 

dz ' dz dz* ' dz* dxdz " dxdz '""' 

et les equations (B) pourront 6tre remplac£cs par les suivantes 

( )nf ^F d»f d"F 

dx n ' dx" ~~ dx"- l dy ' dx n - l 0y ' 

qui expriment que les derivees d'ordre n des fonctions /et F 
par rapport aux variables x, y y z sont proportionnelles. 

Th£oreme. — Lorsque deux courbes variables 

j = <?(*), y — W*) 

se coupent en /i -t- i points qui viennent se con fond re en 
un seulM, elles ont alorsen ce point un contact d 9 ordre n. 
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En appelant x y y les coordonnees de M, les points d'inter- 
section qui se confondent en M a la limite ont des abscisses 
quel'on peutrepresenter par#H- h i} x -h A 2 , • • . , x 4- A„ +1 , 
etalors«p(x-|- A) — ty(x -f- A), difference des deux ordonnies 
des deux courbes correspondant a Tabscisse x -+- A, s'annule 
pour A = A i , A 2 , . . . , k n+i ; on peut done ecrire ( t. I er , p. 70 ) 

<f(x -4-A) — ty(x — h) 

tu an//. an // j, N ?'"- | (g-*-H^- -fr»+'(g - '-**) 
= (A-A 1 )(A-A i )...(A~A^,)t_^ i: _ B( -X_ , 

H designant une moyenne entre A, A,, . . . , A„ +l . Si Ton fait 
tendre A ( , A 2 , . . . , A w+1 vers zero, cetle forniule devient 

p(ar — A) — ^(^c-r-A)^ A»+i i v - — ' -" * '-\ 

,v /TV / |,l,3...(W-rlj 

cette quantity est evidemment d'ordre n -+- 1, quand on sup- 
pose A infiniment petit. Les courbes considerees ont done, 
au moment ou les points considered se trouvent reunis en M, 
un contact d'ordrc n en ce point. c. q. f. d. 

Les considerations pr6ce*dentes supposent, bien entendu, 
que la formule de Taylor est applicable aux. coordonnees des 
courbes considerees; elles tomberont done en defaut en cer- 
tains points que Ton doit consid^rer comme singuliers, bien 
qu'ils puissent ne renlrer dans aucun des types signales page 8, 
et que la singularity ne soit pas apparente a I'oeiL 

Lorsque, eu egard au nombre des parametres variables 
qu'elles contiennent, deux courbes ont en un point quel- 
conque un contact de I 'ordre le plus 6\e\6 possible, on dit 
qu'elles sont osculatrices. 

Par exemple, un cercle pouvant passer par trois points 
donnas, on pourra Tassujettir a passer par trois points d'unc 
courbe fixe infiniment voisins; il acquerra alors avec cette 
courbe un contact du second ordre et sera osculateur. 

Parfois, pour des points convenablement choisis d'une 
courbe fixe, une courbe osculatrice de cette courbe fixe 
acquiert un contact d'un ordre plus eMeve qu'aux autres 
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points; dans ce cas, on dit qu'il y a surosculation. Ainsi, 
par exemple, le cercle osculateur d'une courbe qui passe 
ordinairement par trois points de cette courbe, confondus en 
un seul, peut accidentellement contenir un quatrieme point 
et devenir surosculateur ; c'est ce qui arrive aux sommets 
d'une ellipse. 

IV. — Droite osculatrice. 

Proposons-nous, par exemple, de determiner les coefficients 
de liquation de la droite 

(i) y^ax + b, 

de telle sorte qu'elle soit osculatrice d'une courbe donn£e. 
hy de la droite et celui de la courbe devront 6tre les m£mes 
pour une m£me valeur de x y ainsi que leurs de>ivees ; or, en 
diflfcrentiant (i), on a 

( 2 ) dy — a dx ; 

les Equations (i) et (2) devront avoir lieu quand a Yy de la 
droite on aura subslilue" celui de la courbe. Cette substitution 
£tant supposed faite, on a 

dy , dy 

a=z-jf-, b =y — x-j-, 

dx ** dx 

et liquation de la droite osculalrice devient 

dx ' dx 

X et Y d£signant alors les coordonnees courantes; c'est 
liquation de la tangenle, on devait s'y attendre. 

Cherchons les points pour lesquels il y a surosculation : 
pour cela, duT£rentions encore (2), en substituant a Yy de la 
droite celui de la courbe ; on aura 

(3) d*y = o. 

L'elimination de a, b entre (1), (2) et (3) fera connaitre la 
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relation qui doit exister (independamment de liquation de 
la courbe) entre x et y pour qu'il y ait surosculation ; le 
resultat de l'elimination est Tequation (3) elle-m€me. 

Ainsi, aux points ou la tangente devient surosculatrice, 
on a d 2 y = o; ces points portent le nom de points d } in- 
flexion. 

En un point d'inflexion, la tangente coupe la courbe; ce 
fait devient Evident, si Ton remarque que la courbe coupant 
trois fois sa tangente doit €tre mi-partie d'un c6t£ de sa tan- 
gente, mi-partie de l'autre cot£. Autrement, prenons la tan- 
gente au point d'inflexion pour axe des x et la normale pour 
axe des^v; liquation de la courbe sera de la forme 

ou, par la formule de Maclaurin, 

y = a -:- bx -+- ex* -\- dx % -+- 

Mais, pour x = o, on a y = o : done a = o ; pour x = o, -j- 

est nul aussi : done b = o; de plus, la distance y d'un point 
de la courbe a la tangente doit elre du troisieme ordre pour 
qu'il y ait contact du second ordre; done le terme en x 2 doit 
disparaitre aussi, et Ton a 

y = dx*-\- ex^-\-. . .; 

y change de signe avec x pour de tres petites valeurs de x : 
done l'axe des x coupe et touche a la fois la courbe au point 
d'inflexion. 

Dans certaines courbes il existe des points ou la tangente 
a un contact du troisi&me, du quatrieme, du cinqui£me, etc. 
ordre ; s'il y a contact du troisieme ordre, la tangente ne coupe 
plus la courbe, le point d'inflexion est reel, mais il n'est 
plus apparent; l'equation de la courbe est alors de la forme 

Lorsque liquation d'une courbe sepr£sente sous la forme 
f{x,y)=. o, ou sous la forme homog&ne 

(0 /(*>.r>*) = > 
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il existe une m£thode elegante pour determiner ses points 
d'inflexion. 

Soient, pour abr£ger, /,, / 2 , / 3 les derives -^, -J-> J-; 
soient, de me^e,/ H ,/i2,/«3,/22,/23,/3 3 les d^rivees ^, 

t-^t-9 -r-^r > -rr» T-h-* -rr" ^» es points d inflexion s obtien- 

ox ay Ox oz ay* ay az az* l 

dront en ecrivant que d 2 y = o; on peut alors differentier 
l'£qualion (i) deux fois, en n'^crivant pas le terme en dP-y 
qui est nul; on a ainsi 

fidx-^fsdy^o, 

A i dx* t- 2/„ dx dy -4-/ M dy* - o, 

ce qui donne, en elirainant dx et dy, 

(a) /ii/!-i-a/if/i/i^/n/i = o. 

Cette formule joinle a (i) d£lerminera les points d'inflexion. 

Toulefois il faut observer que la formule (2) peut avoir lieu 

sans que la courbe possede pour cela un point d'inflexion en 

(.r, y)] c'est ce qui arriverait si Ton avail, par exemple, 

f K — o,/ 2 ~ o, ce qui exige que le rapport-^- soit indeler- 

mine\ Ainsi l'equation (2), outre les points d'inflexion, 
determine encore certains points singuliers. 

Liquation (2) peut encore s'£crire, comme il est facile de 
le conslater, 

f\\ fa fi 
(3) fn A* A =o f 

A A o 

el, si Ton observe, en appelant m le degr£ de/, qu'on a 

(m — i)/j = /n* -+-/ii7 -f-/is*, 
(m— i)/ s = /iia?-4-/M^-h/M^, 
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la formule pr£c6dente deviendra, en combinant convenable- 
menl ses lignes et ses colonnes, 



(4) 



fa fa /n 

fll fit fl3 
fsi f*\ /s8 



Telle est liquation qui, jointe a (i), fera connaitre les 
points d'inflexion. Settlement il faut observer que Ton a sup- 
pose que^ et/ 2 n'£taienl pas nuls a la fois, en sorte que (4) 
a lieu pour les points qui satisferaient aux Equations 

/i = o, /j = o, /=o ou / 3 = o, 

c'est-a-dire pour les points singuliers ou -~ se pr^sente sous 

la forme -• 
o 

Si / est alg£brique de degre* m, l'equation (4) representee 
une courbe dite hessiennedef— o, et de degr£ 3 (m — 2), 
en sorte que le nombre ides points d'inflexion d'unc courbe 
de degre m est donn£ par la formule 

* 

i — 3m(w- - 1 ), 
qui pourra parfois, com me on le verra, se trouver en defaut. 

Remarque I. — II est bon d'observer que, pour £tablir la 
formule (4), il a fallu supposer que fi,f 2 ,fz nVtaient pas 
de degre* o; en effet, en remplacant x/ u -\-yf\*-\- z/ i3 par 
(/n — \)/ t , . . . , puis en divisant par m — 1 pour introduire 
le terme/ l8 , on suppose m — 1^0. Ainsi, en 6crivantl'6qua- 

lion de la parabole sous la forme x — — = o, on pourrait 

lui trouver une infinite" de points d'inflexion, liquation (4) 

devenant identique pour/= x — — • En r£alit£, il n'y a pas 

de point d'inflexion dans cette parabole, ce dont on s'assure 
en mettant son Equation sous la forme xz — y' 1 =.0; la for- 
mule (4) devient alors absurde. 
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Remarque II. — Si /est homogene entier et du second 
degre", le hessien est £gal au discriminant, et il ne peut y 
avoir de point d'inflexion que si ce discriminant est nul, 
c'est-a-dire si la courbe / = o ser£duita un systeme de deux 
droites. 

Remarque III. — Lorsque tous les points d'une courbe 
sont des points d'inflexion, cette courbe serMuit a une droite, 

ou a un systeme de droites. Et, en effet, si Ton suppose -r^ 

nul, quel que soit j?, ■—- reste constant et y est de la 
forme ex -h c', c et d designant deux constantes. 



V. — Du cercle osculateur. 

Le cercle pouvanl etre assujelti a passer par trois points, 
Je cercle osculateur d'une courbe aura en g£n£ral un contact 
du second ordre avec cette courbe ; nous allons chercher a en 
determiner les elements. 

Soit 

(1) (^_ a )2^. (7 _3j 5 ^ R8 

l'cquation du cercle cherche, que nous supposons osculateur 
enx,y; si Ton difference cette Equation en supposant dy, d 2 y 
remplac^s par le dy et le d 2 y de la courbe, on aura exprime* 
qu'il y a contact du second ordre, et iljviendra 

( («—«)€&? -+-(7— 3)^ = 0, 

( dx*+dy*-t-(y—$)d*y = o\ 

d'ou Ton tire 

o _ dx* -4- dy* 

dy dx* — dy* 
dx d*y y 

et liquation ( 1 ) donnera 



_ ( dx*-^dy* \* dx*-^ dy* 

\ fry ) dx~ y 



• •? A 
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Oil 

R = (dx* + d y *y = (iH-y»)^ 

d % ydx y* 

en posant -^ =y* 

En des points particuliers le cercle osculateur pourra pos- 
sider avec la courbe un contact du troisieme ordre; en ces 
points appeles sommets, on a, outre les Equations (i) et (2), 

3 dy d*y -t- ( y — p ) <&y = o . 

L'£limination dey — (3 entre cette formule et la derniere 
Equation (2) donne 

dx*-\-dy* _ 3dyd*y 

d x y ~"~ d 3 y 



ou 



en posant 



d+y*)y-3/y* = o, 



i_<ty_ '— **/ ,„ __ df 

^ ~~ dx 9 * ~~ dx 9 y ~ dx 



Nous allons maintenant £tudier diverses propriety du 
cercle osculateur. Un cercle est d'autant plus courbi que 
son rayon est plus petit, et il est naturel de dire que la cour- 

bure d'un cercle est mesureeparl'inverse ^ de son rayon. De 

tous les cercles, celui qui se rapproche le plus d'une courbe 
est son cercle osculateur, et la courbure de la courbe sera 
naturellement mesur£e par Tinverse du rayon du cercle oscu- 
lateur. 

On peut justifier d'une autre maniere cette fac,on de mesurer 
la courbure : soit (Jig. 22) AB un arc de cercle; menons les 
rayons OA, OB et les tangentes AC, BC; Tangle O ou son 
egal BCD est ce que nous appellerons Tangle de contingence ; 
le rapport de cet angle k Tare AB est Tinverse du rayon ou la 
courbure de AB. 

Si Ton appelle e Tangle de contingence d'une courbe quel- 
L. — Traits d' Analyse, II. 7 
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conque, c'est-a-dire Tangle de deux tangentes ou de deux 
normales infiniment voisines menees par les points M et M' 

don l le premier soit fixe, et ds Tare MM', le rapport -j- pourra 

s'appeler par analogie la courbure de la courbe en M. Nous 

Fig. 22. 




allons voir qiTelle est egale a Tinverse du rayon du cercle 
osculateur. 

Nous observerons a cet effet que Tangle de contingence 
est la difference des angles que la tangente en x> y et au 
point voisin x -+- dx, y -h dy fait avec un axe fixe, Taxe des x 
par exemple ; en appelant y Tangle que la tangente en x,y fait 
avec Taxe des x, on a 



On a done 



1 dv 

z- dv, tanL";-v- -; - 

• ' e 4 J dx 



. d y d* y dx 

e — d arc tan*;-;- = 



r dr dx* -1- dy* 



et, par suite, 



e d- v dr Y 



w 



ds 3 - 3 - ' 

(dx*-t-dy*)* (it-/ 2 ) 2 



la valeur de ~ est done Lien egale a Tinverse du rayon du 

cercle osculaleur, que Ton appelle pour cette raison cercle de 
courbure } el son rayon, rayon de courbure. 
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VI. — Application a quelques examples. 

Lorsque l'on veut calculcr le rayon de courbure d'une 
courbe, on peut faire usage de la formule 



(1) R = 



y 



mais il vaut mieux, quand^ n'est pas exprim6 en fonction de 
x, faire usage de la formule suivante, que l'on obtient en 
transformant la precede nte de telle sorte que la variable iode- 
pendante, au lieu d'etre x, soit tout a fait quelconque; on a 
alors, en observant que 

, _ dy „ _ d 1 y dx — d 1 x dy 

y ~ di' y-— 5^5 -' 

l'expression suivante de R : 

(1) R = (^ + ^> f . 

' dty dx — d*x dy 

On devra prendre le second membre qui contient un ra- 
dical, avec un signe tel que R soit positif. Toutefois on peut 
donner un signe a R, celui de y 3 ' ou de d 2 ydx — d 2 xdy, 
suivant que Ton fera usage de la formule (i) ou (2). Alors on 
pourra dire que le rayon de courbure ou la courbure est 
positif ou negatif en un point, suivant que Tare de courbe 
en ce point tournera ou ne tournera pas son centre de cour- 
bure vers les j' positifs. II y a evidemment la une convention 
arbitraire, mais qui pourra avoir son utility dans certains 
cas. Nous allons maintenant appliquer les formules (1), (2) a 
quelques exemples. 

Parabole. — Liquation de la parabole est 

x % 

(*) y = — 1 
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on a alors 

par suite, liquation (i) donne 

P* 
La normale k la m&me courbe est donn£e par la formule 

n = y v/i -+-/* = ^i/p 1 -*-* 1 - 

Si Ton changeait^en^ -+■ — , liquation (a) deviendrait 

# l -f- p* m 

y — 7TZ > 
ip 

l'expression de R ne changerait pas, mais celle de N devien 

i 

drait — — > et 1 on aurait 

a/> 

Ainsi, dans la parabole, le rayon de courbure est double de 
la normale compt^e du point de contact jusqu'a la directrice. 

Ellipse et hyperbole. — Les Equations 

x — a coses, j' = 6sincp 

repr^sentent une ellipse, et les Equations 

e9 -+- e~9 , e? — e"9 

a J a 

une hyperbole. Si, en prenant <p pour variable ind£pendante, 
on applique la formule (2), on trouve pour Pellipse 

1 j 

__ (a* sin*<p -4- ft'cos*^) 1 __ (a* sin*<p -+- 6 s cos* f)' 

~~ a6(sin l <p -t- cos*<p) a6 ' 
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et, en appelant N la normale, 

b 1 

= - (a*sin*©-f- o*cos* ©)* ; 

a * 

on en conclut, par lMlimination de <p, 
ou, en appelant/) le demi-parametre, 

On a une formule analogue pour l'hyperbole. 

Cyclo'ide. — ConsideVons encore la cyclo'ide donnee par 
les equations suivantes, ou t d^signe un parametre variable 

et a une constante, 

x = a(* — sin*), 

y = a(l — COS*). 

Si on lui applique la formule (2), on a 

D (2 — 2 cos 0* I / ; 

R = -r- a= 1* avi — cos *. 

1 — cos* 

La normal e k la cyclo'ide est donnee par la formule 

N = a /a — 1 cos * = 2* a y/i — cos* ; 

d'ou Ton conclut 

R = 2N. 

Ainsi, dans la cyclo'ide, le rayon de courbure est double de la 
normale. 



VII. — Proprietes generates concernant la courbure. 

II est souvent commode de prendre Tare pour variable 
independante, quand on Itudie les propri£t£s d'une courbe; 
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dans ce cas, l'expression de la courbure prend une forme £l£ 
gante. Reprenons la formule (2) du paragraphe precedent 



R = 



(dx*-*-dy*j % 



d*y dx — d i x dy 
et 6crivons-la ainsi 

1 _ (d x y dx — d t xdy) t 
fi» = (dx^-^dy^y ' 

si Ton appelle s Tare de courbe, on a 

(1) dx*-~ dy*^-ds*; 

done 

, x 1 (d^y dx — d i xdy) t 

(2) = ; Z-t- • 

v ; K« ds* 

Or on a identiquement 

(d*y dx—d*x dy)* = (d* x* ~ d*y*) (dx* -^dy*) — (dxd*x-*-dy d*y ) 8 ; 

si Ton diff<6rentie la formule (1) par rapport k s* il vient 

drd l x -:- dy d 1 y = o. 
La formule pr^c^dente devient alors, en ayant egard a (j), 

(d*y dx — d*xdy)* — (d*x* -+- d*y*)ds*, 
ct (2) devienl 

les coordonn^es a, [3 du centre de courbure peuvent se me tire 
sous la forme 

^ dy a i> dx 

( 4 ) a==T _R^, ?=-r + R_. 

II est souvent avantageux de faire entrer dans l'ltude des 

d* x d* v 
courbes le rayon de courbure et Tare ; les d^rivees -^ > -^ 
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peuvent s'exprimer au moyen de R : il suffit pour cela de 
combiner liquation (3) avec 

f __ d l x dx d*y dy 

{ } °~ ~dst ~ds "*" ds* Ts y 

obtenue en difftrentiant 

■-(§)•*(*)■■ 

On trouve alors 

> fi d 1 x _ i dy d*y __ i dx 

ou, en appelant cp Tangle que la tangente fait avec l'axe des x, 

d*x i . d*y i 

-j-T- = -=r sin©, -/- = — ~ cos©. 

d$ % R * ds* R • 

Nous allons utiliser ces formules pour (kablir deux th^o- 
remes importants : 

Theoreme I. — La distance d J un point d'une courbe a la 
tangente au point infiniment voisin est igale, aux termes 
du troisieme ordre prcs, au car re de Varc divise par le 
double du rayon de courbure. 

En effet, la tangente en (x, y) a pour Equation 

Y-,~g(X-„), 

la distance/? du point x -f- Ax, y -+- by a cette tangente est 
donn£e par la formule 

dxSy — dylx dxby — Lxdy 

P ~"~~ y/dxt -f- dy* ~~ ~~ ds ' 

or 

A7 == dy -h \ d*y -4- } d*y -+- . . . , 
Ax = dx -h \ d l x -T- J- d z x -+-..., 
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et il vient, en neglige ant les termes du troisi&me ordre, • 

_ _^_ \(dxd*y — d*ydx) ^ L d*ydx — d l xdy ^ t 

P ds "~ * ds* 

ou enfin 

ds * • ^ 

D = — =r • C. Q. P. D. 

F aR 

Theoreme II. — La difference entre un arc infiniment 
petit et sa corde est du troisidme ordre; elle a pour expres- 

ds* 
sion — ^-, 
24 R* 

En effet, soient x, y les coordonn^es d'une extr£mit£ d'un 
arc infiniment petit ds] les coordonn£es de son autre extre- 
mity seront x -f- &x,y -4- Ay ou, en prenant Tare pour variable 
ind£pendante, 

x-\-dx-*-\d*x-\- £cPa?-4-.. . et y ■+- dy -+- J ; d*y -+- J- d*y -h . . . ; 

la corde c du petit arc ds sera alors donn£e par la formule 

ou 

c* = (dx ■+- I rf** -f- J rf»a?)« + (^ + }rf»;+ l.***?) 1 , 

en n^gligeant les termes du quatri&me ordre. 
En effectuant les calculs indiques, il vient 

I c* = dx* 4- dy 1 ■+- ( dx d*x ■+• <iy c? 2 ^) 



or on a 

dx* -+- d/^ s = ds* 

el, en diflerentiant, Tare etant variable ind£pendante, 
(7) dxd l x-\- dyd*y = 0; 

en diff&rentiant encore, on a 

d*x* h- cPp* -+- ch? *£*# -+- o^ d*y = o 
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ou, en vertu de (3), 

ds* 

(8) — (dxd*x-+-dyd 3 y) = d*x*-ird*y* = -— 

Liquation (6) donne, en vertu de (7) et (8), 

OU 



, / r~di* 

— dsi/ I 7TT • 



Si Ton developpe le radical par la formule du bin6me, on a 



ds ( i ~i^) ; 



en negligeant les termes du quatrieme ordre, on en conclut 

, k ds* 

ds - c = nw 

formule que nous voulions (kablir. 

VIII. — Developpees des courbes planes. 

Reprenons les Equations qui ont servi a determiner le centre 
de courbure d'une courbe 

(I) ( a ._ a ) 8H _( 7 _3)«=R«, 

(a) ( x —z)dx-+-(y— ?)dy = o, 

(3) dx* +- dy* -4- (7 - ? ) d*y = o, 

et qui s'obtiennent en differentiant deux fois la formule (1). 
Interpretons successivement chacune dc ces Equations. 

i° Liquation (1), abstraction faite de son origine, exprime 
que R est la distance du point (a, (3) au point (x, y) variable de 
la courbe; liquation (2), oblenue en differentiant (1), 
exprime que le point (x, y) est choisi de telle sorte que rfR 
soil nul, c'est-a-dire de telle sorte que R soit minimum ou 
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maximum; mais liquation (3) exprime que rf 2 R = o, c'est- 
a-dire que le point (a, J3) esl dans une situation telle qu'il 
n'y a ni maximum ni minimum. 

Or (2) est l'equation de la normale en x^y quand on con- 
sidere a et J3 comme coordonnees courantes; ainsi la plus 
courte ou la plus grande distance rectiligne d'un point a une 
courbe se compte, en general, sur la normale passant par ce 
point, excepte* quand le point donne* est le centre de courbure. 

2 Liquation (2) repr^sente, comme nous l'avons dit, la 
normale a la courbe en x, y. Designons, pour abreger, par 
N -- o cette Equation; Tequation de la normale voisine sera 
N -+- c/iN = o, et le point de rencontre des deux normales 
infiniment voisines sera donn6 par les equations simullanees 

N — o, N -i- dS — o ou N — o, dS — o. 

Or (3) est pre'cisement rfN = o; les equations (2) et (3) font 
done connaitre le point (a, [3) d'intersection de deux normales 
infiniment voisines. Ce point est pre'cisement le centre dc 
courbure. 

Ainsi deux normales infiniment voisines se coupent au 
centre de courbure. 

3° Le lieu des intersections successives de deux normales 
voisines est l'enveloppe de ccs normales; done Vcnveloppe 
des normales d'une courbe est le lieu des centres de cour- 
bure de cette courbe; on lui a donne" le nom de de'veloppee 
de la courbe. Si la courbe A est la developpee de la courbe B, 
on dit que B est la developpantc de A. 

4° Diflerentions les formules (1), (2), en observant que 
a, p, R sont fonctions de x\ nous aurons 

(x - - %)(dx - - d%) -,- (j — $)(dy — d$) = IWR, 
(<£r — dz)dx-i-(dy — d$)dy .- (y — $)d*y = o. 

En vertu de (2) et (3) ces formules se simplifient etdonnent 

(4) (* - *)<** -- (7 - ?)d? = R</R, 

(5) dxcLz -T- dfidy = o; 
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la seconde de ces Equations montre que la direction dx, dfi 
de la tangente a la d6veloppee est perpendiculaire a la direc- 
tion dx, dy de la tangente a la courbe proposed ; done la nor- 
male a la courbe proposed touche la d£velopp6e, ce que Ton 
savait ddja. 



Or (2) donne 



et (5) donne 



done 



dy dx 

dx _ _ rfp. 
dy dx* 



X--3. y—$ _ (x—z)d*+(y-$)dP _ / {x-np-r-jy—P)* 

dx d$ rfa*-f-rf3 l ~V dx*-i-dV 



c'esUa-dire, en vertu de (i) et (4), si Tond^signe par do- Tare 
de d£velopp£e, 

. . = -=- ou dR = dz. 

On d£duit de la 

R — Rq = <j — <Jq, 

R designant la valeur de R pour c — cr . Cette formule montre 
que la portion d'arc de developp&e <r — <r , comprise entre 
les deux rayons de courbure R et R , est egale a leur 
difference. 

C'est cette propri^te* qui a fait donner a la courbe que nous 
etudions le nom de developpee. Supposons que Ton attache un 
iil en un point de la d£velopp£e el que cc £11 soit d'abord en- 
route sur un arc de cette d6velopp£e; si Ton d£roule le fil, 
il restera tangent a la d^veloppe'e, et son extr^mite libre decrira 
la d£veloppante. 

Nous allons maintenant faire des applications des theories 
precedentes a la recherche de quelques developpees. Deux 
raoyens, qui rentrent au fond Tun dans Tautre, vont s'offrir 
a nous : 

i° En consid£rant la developp^e comme 1'enveloppe des 
normales, on ecrira liquation de la normale a la courbe pro- 
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pos^e en fonction d'un seul parametre, si faire se peut, et 
Ton en cherchera I'enveloppe par le procdde* connu. 
2° On fera usage des formules 

( dx* •+- dy* -h ( y — })d*y — o, 

qui lient les coordonnees d'un point (#, y) de la courbe a un 
point (a, P)de ladevelopp ; e; on elimineraensuite.r,j', dx,dy 
d 2 y entre ces Equations et celles de la courbe differentiae deux 
fois : la r£sultante en a, (3 sera Tequation de la developpee. 

Remarque. — Si Ton se donne une relation entre a et j$ 
et si, entre cette relation <f>(a, [3) — o et (6), on elimine a 
et P, on aura une relation entre .r, y. dx, dy 1 d 2 y qui sera 
l'equation differ entielle de la developpante de la courbe 
<p(a,P) = o. 

On peut aussi trouver la developpante en cherchant le lieu 
des points obtenus en portant sur chaque tangente une lon- 
gueur egalc a Tare compte a partir d'un point fixe. 

Les courbes algebriques ont les monies foyers que leurs 
developpdes; cela tient a ce qu'un foyer d'une courbe est un 
point d'ou Ton peut mener deux tangentes isotropes a la 
courbe. 

Or deux tangentes isotropes sont aussi deux normales iso- 
tropes; carles droitcs isotropes son tperpendiculaires surelles- 

memes, leurs coefficients angulaires etant y/ — i et — yj — i . 
Les normales isotropes d'une courbe sont des tangentes iso- 
tropes de la developpee, et par suite les foyers de la courbe 
sont des foyers de la developpee. 

Reciproquement, les foyers de la developpee sont des foyers 
de la courbe; car, par les foyers de la developpee, on peul 
mener deux tangentes isotropes a cette developpee, qui sont 
aussi des normales isotropes a la courbe proposes ou des tan- 
gentes isotropes a cette courbe. 

Nous reviendrons sur cette question des foyers des courbes 
et de leurs developpees pour expliquer un paradoxe ; il semble, 
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en effet, au premier abord, que le nombre des foyers d'une 
courbe soil une fonction bien d£termin£e de son degre comme 
sa classe, etque par suite le degr£ d'une courbe soit le m£me 
que celui de sa d^veloppee. II n'en est rien, et nous allons 
bientdt le voir sur de nombreux exemples, et, je le r£pete, 
nous expliquerons plus tard pourquoi. 

IX. — Applications des theories precedentes. 

Developpee de V ellipse. — Nous prendrons les Equations 
de l'ellipse sous la forme 

a? = acos<p, ^ = 6sin<p; 

liquation de la normale sera 

(1) by cosy — ax sin y -4-c* sin© coscp = o. 

Pour trouver la d6velopp6e de l'ellipse, il suffit de chercher 
l'enveloppe de cette normale; pour cela, nous difKrentierons 
son Equation par rapport k <p, ce qui donnera 

(2) by simp -~ ax cosy — c l (cos*<p — sin*cp) = o; 

puis, en Ire cette equation et (i), nous £liminerons <p. Pour 

faire cette elimination, on multiplie(i)par sincp, (2) par cos cp; 

on re tranche et Ton a 

ax = — C* sin 8 cp. 

On trouve d'une fagon analogue 

by = c* cos 3 <p. 

Ajoutant ces Equations, apr£s les avoir £lev£es k la puis- 
sance f , on a 

I 1 A 

(ax) 3 -^-(by) 6 = c* : 

c'est liquation de la developpee de l'ellipse. Ecrite sous 
forme rationnelle, cette Equation devient 

{a t x 1 -+• b % y* — c 4 ) 3 -+■ Y]a' l b' k c w x' x y* = o; 

elle est done du sixi&me degr6. 
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La discussion de cette courbe est facile; elle poss&de 
quatre rebroussements sur les axes. 

Si Ton construit une courbe semblable a la developpee de 
Tellipse, elle aura pour Equation 



(a*) 3 -+-(67)* = a 3 / 3 , 



et, si Ton fait converger b vers a, cette Equation devient 

ill 

&* -*- y* ~ '* ; 

c'esl l'enveloppe d'une droite de longueur constante qui glisse 
entre deux droites rectangulaires. On pourrait appeler cette 
courbe la developpee du cercle; nous la rencontrerons bientut 
dans une autre theorie. 

Developpie de l y hyperbole. — Si Ton repr^sente Thyper- 
bole par les deux Equations 

e? — ?-? 

x — a > 

i 

, e? — e~? 

un calcul analogue a eclui qui a 6le fait pour l'ellipse nous 
donne Tequation de la developpee de l'hyperbole 

(ax)' i — (by)*= c*. 

Cette courbe a deux rebroussements sur l'axe des x et 
quatre branches infmies. 

La developpee de l'hyperbole £quilat&re est 

X s — J'* = C s 

ou 

(x*—y- — c 2 ) 3 — 27 c*x*y* = o. 

Developpee de la parabole. — On pourrait trouver la de- 
veloppee de la parabole en cherchant l'enveloppe de sa nor- 
male, dont on prendrait liquation en fonction du coefficient 
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angulaire, parexemple. Mais, pour varicr les m£thodes, nous 
la chercherons en observant que liquation d'une normale a 
la parabole 

y* — ipx 

est 

(i) y = mx — pm — p — • 

Par un point donne* (#,JK)> on peut done en faire passer trois, 
dont deux peuvent &tre imaginaires ou confondues. Or le lieu 
des points d'ou Ton peut mener deux normales confondues 
est ^videmment la dtSveloppee; on aura done, en general, la 
developp^e d'une courbe en exprimant que l'equation de la 
normale en fonction d'un para metre variable a deux racines 
<*gales. La condition pour que (i) ait deux racines £gales est 



, ( 4 7 f )'-'S- 



ou, par un changement de coordonnees tres simple, 

8** 



y* = - 



*7P' 



cette courbe est la parabole s'emi-cubiqu 



r* 



Developpee de la cyclo'ide* — Les Equations de la cycloi'de 

sont 

x — a(u — sinw), 

y = a{ i — coSu); 

celle de la normale au point a (it — sin*/), a(\ — cos u) est 

(x — au -- a sinw)(i - cost/) -f- (y — a -*- acosa)sinw = o, 

ou 

x(i — cos u)-hy sin a = au(i — cos a), 

el, en different! ant, 

x sin u -\-ycos u = a(i — cos u) -+- au sin u. 
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Si Tod tire de ces Equations x ety en fonction de a, on a 

x = a(u -+• sinu), 
y = — a(i — cosu); 

ce sont les Equations de la d£velopp£e. 

Si Ton transporte l'origine au point dont les ooordonn£es 
sont x = an, y = — 2 a, on trouve 

x = — aiz -h au -{- a sin a, 
y = a-*- a cosu f 

et, en faisant u = it -f- u f , on a finalement 

x — a(u' — sin a'), 
y = a(i — cosw'); 

ce sont les Equations d'une cycloide £gale a la premiere. Ainsi 
la d£velopp£e de la cycloide est une autre cycloide £gale et 
semblablement plac£e ; mais le sommet de la seconde cycloide 
coincide avec Tun des points de rebroussement de la pre- 
miere. 

Nous laissons au lecteur le soin de verifier cette proposition 
par la Geom6trie, ce qui est tr&s facile en observant que le 
rayon de courbure est double de la normale. 

Developpante du cercle. — La recherche des d£velop- 
pantes est du ressort du Galcul integral; mais la developpante 
du cercle est une courbe remarquable, qu'il est bon de con- 
naitre : aussi en chercherons-nous liquation. 

Pour trouver 1'equation de la developpante du cercle, il 
suffit de chercher le lieu des points obtenus en portant sur 
les tangentes au cercle des longueurs 6gales k l'arc corres- 
pondant compt£ k partir d'un point fixe. Nous ferons passer 
l'axe des x par ce point fixe et l'origine des coordonn£es sera 
au centre du cercle. En appelant Rle rayon, o»R Pare compte 
k partir du point fixe, les coordonn^es du point correspon- 
dant de la developpante seront donn^es par les formules 

x = Rcosto -+- wR sinw, x=Rsinw — coRcosu>. 
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I.A forme de la courbe est celle de deux spirales se rencon- 
trant sur le cercle en form ant un rebroussement. 

La podaire de la developpante du cercle, par rapport an 
centre, a son rayon vecteur egal a Tare Ru>; e'est done une 
spirale d'Archimede. 

Si l'on ajoute les Equations (i), apres les avoir elevees au 
carr£, on a 

X l +yi = ftt -j- a,i R* ; 

d'ou Ton conclut, en posant x 2 -+-y 2 = r 2 , 

v/r* — R* 



a) = 



R 
II en resulte l'equation suivante, en coordonnees polaires : 



a o s/ r *— K * /-i IH • /r'- — R» 

rcosO = R cos 1 — 5 h yr* — R 1 sin - 



X. — Rayon de courbure en coordonnees obliques. 
Si, dans la formule 

^ * d x y dx — d*xdy' 

qui donne l'expressiondu rayon de courbure en coordonnees 
reclangulaires, on pose 

(a) x — -a/H^'cosO, j'^^'sinO, 

x* ety* seront les coordonnees du point (x,y) dans un systeme 
de coordonnees obliques, dans lequel le nouvel axe des x 
comcidera avec Tancien, et dans lequel le nouvel axe des y 
fera l'angle 8 avec l'axe des x. Des formules (2) on tire 

dx = dx' •+• dy cos 8, dy = dp' sin 8, 

d*x = d*x f -\-d*y cosO , d*y = a? 4 /' sin 8; 

si Ton fait cl 2 x f =o et si Ton porte ces valeurs dans (1), 
on a 

s 

__ (<&/» -4- €^ -+- idx'dy cos6)» 

"" c^'dar'sinO 

L. — 7*raife d' Analyse, II. 8 
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ou, en supprimant les accents, 

i > 

p __ (dx*-\- dy*-±- idx dy cos 8)* __ (i -\-y'--\- iy* cos 8)* 

Nous ferons une application de cette formule a l'ellipse 
rapportee a deux diam&tres conjugu£s. Son Equation est 

(4) a*j*-}-& 2 ar s = a*6*. 

Cherchons le rayon de courbure a rextr£mitd du diametre 6; 
ilfaudra fairer = o, y = b,y f = o: on a, en differentiant(4)< 

a>yy r -f- b 1 x = o, 

o^yy"-^- a*y r * -+- b* = o ; 

en faisant x = o, y =r b, y' = o, on a 



La formule (3) donne alors 



ou 



r' = 






R = 



a 3 



6 sin 6 



formule tr&s simple et facile a construire. Pour les sommets, 
elle conduit a la construction suivante, parfois utile : soienl 
(Jig. 23) STUV le rectangle circonscrit; A, A', B, B' les 

Fig. 2 3. 




sommets de Tellipse. Joindre A'B et du point S mener une 
perpendiculaire a A'B, la prolonger jusqu'a l'axe BB ; ; O est le 

centre de courbure pour le sommet B. 

x* f x 

— *y= - 

V P 



La parabole, pour laquelle on a y = — >y' = -> v"-- - > 
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donne au point ou elle rencontre son diametre qui passe par 
Forigine, y = o, J J = o et 

R- p 

sinO 
ce qui conduit a une construction tres simple. 



XI. — Rayon de courbure en coordonnees homogenes. 

Liquation g£ne>ale des cercles tangents k une courbe 
donnee de degr^ m 

au point (r, y, 5), est 

f\ ? /a» /s d^signant, comme plus haut, les dririve'es de /, 
el \ un coefficient ind6termine\ En eflet, liquation (2) est 
celled'un cercle, car Z — z= o, puisqueZ =z= 1. En outre, 
ce cercle passe par les intersections de la tangente 

avec le cercle de rayon nul (X — x) 2 -+- ( Y — y)- = o ; ainsi 
le cercle en question a deux points en x 7 y y z 9 confondus 
avec la tangente a la courbe. 

Exprimons qu'il est a une distance du troisieme ordre de 
la courbe; la puissance du point x-\- A#, y + by, z -+- As 
devra^lre du troisieme ordre, 011, si Ton veut, laformule (2) 
sera verified, aux termes du troisieme ordre pres, en rempla- 
cant X par x -f- A# -+- . . . ou par x + dx -4- £ d*x + . . . ; on 
aura, en n'e'crivant pas les termes nuls 2/< dx, 

dx* -f- dy*+- dz* = \\(fid*x +/, d*y ^-f z d^z)\ 

d'ou 

* _ o.ds % 

~~ fid*x-±-f % d*y->rf z d*z' 



u6 

ou simplement 

(3) 
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s _ i(dx*-*- dy*) 



en observant que rfs = o. Or on a 

fidx-^/tdy-o, 
fndx* -h ifitdxdy-+-fady* -+-/, dtx-¥f % dty = o; 

tirant de lkf t d 2 x -*rf%d*y, la formule (3) donne 



X=- 



i{dx* -4- dy*) 



ou, observant que -£- = — ~ 



<*K_ ft 



(4) 



X = .— 



-*(/;-4-/i) 



fnf\ — *f\\f\f\ +/it/J 



Le d£nominateur peut s^crire 

/n /ii /i 
/si /it /i 
/. /i o 

ou, en faisant usage des relations qui existent entre /et ses 
derives (voir p. g4), 

/n /it /is j 

c^n=Tj"' ^ /m ^ ■• 

fix JZt fit I 

Appelons H celte expression, et nous aurons, au lieu de (4), 
liquation (2) devient alors 



(5) 



2< x -*> 



«+ 



*</?+/ j> 



ii 



2 x /« = ° 
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Les coordonn£es du centre sont donn£es par les formules 

x-*+£±Z! /l=0) 



et l'on a 



x-« _ Y-r _ _ /w? 

fi ~ A ~ h 



Si l'on se rappelle que ^' » ^* sont les cosinus des 

angles que la norm ale fait avec les axes, on en conclura 
cette valeur du rayon de courbure 

R _ (f\+fb* 

R " H 

On voit qu'il est infini pour H = o, c'est-a-dire en un point 
d'inflexion, ce qui £tait Evident a priori; en sorte que cette 
re marque pourrait constituer une seconde maniere de trouver 
les points d'inflexion. 

Si l'on fait /J -\-f\ = A 2 , on pourra £crire ainsi liquation 
du cercle osculateur : 

On serait arrive a ce r^sultat en appliquant aux formules 
donnees plus haut les regies de la differentiation des fonctions 
impli cites. 



XII. — Rayon de courbure en coordonnees polaires. 

Pour trouver l'expression du rayon de courbure R d'une 
courbe en coordonnees polaires, on peut partir de la formule 

,,. R _ {dx*+dy*f* 

K) d*ydx — d*xdy' 
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qui donne le rayon de courbure en coordonnees rectangu*- 
laires, et effectuer le changement de variables donn6 par les 
formules de transformation de coordonnees, qui servent a 
passer des coordonnees rectilignes t, y aux coordonnees 
polaires r, 0, a savoir 

(2) a? = rcos6, j' = rsin8. 

Pour effectuer les calculs d'une facon elegante, on peut mul- 
tiplier la seconde formule (2) par ± y/ — 1 et Tajouter a la 
premiere; on a ainsi les formules tfquivalentes 

x -\-y /— 1 = re^' l t x —y yj — 1 = rc~^ s _I 
et, en diflferentiant, 

I dx-k-dy /— 1 = e® v -i (dr -+- \ f ~\rdft), 

(3) _ 

( dx—dy v/— 1 = c-^^i (rfr— /— 1 rdb \. 

Si l'on multiplie ces Equations membre a membre, on trouve 

(4 ) dx* ■+• dy* — dr* -4- r* d&*. 

En differentiant les Equations (3) et en prenant rf 2 8 = o, 
on a 

Idtx -+- d>y \ l ~\ = e 0v ^ (d*r — % d~i drdti — rcffl* ), 
J \ _ 

d*x — d*y \T~^i = e-Qv-i (d*r — 1 yj— 1 drdQ — rtf8« ). 

Si l'on multiplie la premiere equation (5) par la seconde 
equation (3), et la seconde equation (5) par la premiere Equa- 
tion (3), si l'on retranche ensuite les resultats apres avoir 

divis6 par 2 y' — 1, il vient 

d*ydx — d*xdy = — (rd*rdb — arf/*<iO — r*rfO s ), 

et par suite la formule (1) devient, en changeant le signe du 
second membre, ce qui n'a pas d'inconvenient, puisque ce 
second membre comporte le signe ± , 



rd*rdb — arfr'40 — r*</0* 
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Les points (Tin flexion s'obtiennent en supposant R = oo ; ils 
sont done donnas en coordonne"es polaires par la formule 

rd*rdb — *dr*db — r*d0 3 = o. 
Applications. — La spirale logarithmique a pour equation 

k de*signant une constante; on en conclut l'expression sui- 
vante du rayon de courbure 

R= n-«*°; 

I — A** 

le rayon de courbure est done proportionnel k e*°, e'est-^-dire 
au rayon vecleur r. 

ml 

Soient (Jig. 24) M un point de la spirale, O lWigine, C 

Fig. 24. 
M 



O 



le centre de courbure ; le triangle MOC reste semblable a lui- 
ralme quand le point M se deplace, car la normale MC a la 
spirale fait un angle constant avec le rayon vecteur et MC reste 
proportionnelle a OM. L'angle OCM reste constant, et le 
rayon vecteur OC de la d6velopp£e fait un angle constant 
avec la tangente a cette courbe, qui par suite est aussi une 
spirale logarithmique. 

La spirale d'Archimede a pour Equation 

son rayon de courbure sera donne" par liquation 

(**-*-** 6*)- 



R = 



— a/:*-h**Q* 
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Cette formule peut s'£crire, en appelant N la normale, 

N» 
r* — ik*' 

Remarque. — On peul trouver directement le rayon dc 
courbure en coordonn£es polaires, en observant que Tangle 
de conlingence de est £gal & rf8 -+- dV, V d^signant Tangle 
que la tangente fait avec le rayon vecteur. Ainsi 

i_ _ <tt^-dV 
R ~~ ds 

et, comme tang V = —r- > 

i rf8 d rrfO 

s = ai + ^ arctane ^-' 

formule identique a (2) quand on effectue les calculs. 



XIII. — Rayon de courbure en coordonnees bipolaires. 

Soient (fig. 25) MM' un arc de courbe ; MF et MF 7 les rayons 
vecteurs de M issus des foyers fixes F et F', M'F et M'F' les 

Fig. a5. 



rayons vecteurs du point voisin. Soient, de plus, MF= w, 
MF 7 = u f , MM' = ds, FMO = a Tangle que la normale fait 
avec MF, FMO = a 7 Tangle que la normale fait avec MF'. 
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On a, en comparant la somme des angles des triangles IMF, 
IOM', 

= F — doL, = F'-u<*x' 

on, en observant que Fare MP d^crit de F com me centre a 
pour valeurs Fa et ds cost., 

^ ds cosol , _ ds cos*' . . 

O = dz, O = 1- t/a'. 

u w 

Soit R le rayon de courbure; on tire de la 



done 



(i) 



I 


cos a 


d% 
ds* 


i cos a' 
R u' 


d*' 


R 


u 


~ ' ds' 


i 


( i . cosa N 


\.(\ 


cosa'^ 


d% 

m 



e'est de cette formule que Ton deduira la construction du 
rayon de courbure. 

Ellipse. — Dans l'ellipsc a = a', on a done 

i cos a i cos a 






R u \\ u 

ou 



2 

— = cosa 



\ U U ] 

on peut encore £crire 

2 cos a . 

ou, en appelant a a le plus grand axe, 

I _ a cosa 
R = uu' 

On peut encore transformer cette expression, quoiqu'elle 
donne une construction fort simple : on a, en appelant 2 c 
la distance focale et ib le petit axe, 

4c J = « 2 -f- u'* — 1UUCOS11, 
4c* = (u-h u')* — 4 uu r cos* a, 
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d'ou 

b* , b* 

cos* a = — , j uu = — — : 
uu cos* a 

done 

b* 



R = 



a cos 2 a 



Ovales de Descartes. — Les ovales de Descartes ont pour 

Equation 

u -7- au' — b ; 

on a, comme Ton sait (p. 3o), 



sing 


ail 

du' ~~ 


a, 


since' ~" 


sin a 


= a sins', 





d'ou 

cosacfa = acosa'dz', 
La formule (i) devient alors 



(i cosx\ / i cosa'\ 
R-— ) : {R--«:-) = - a 



cos a 



cos a 
d'ou I'on tire 

I . . Iv sin a' cos* a sin a cos 1 a' 

_ „„(« + , ) = __ — + _ u , — 

On en deduit la construction de R. 

XIV. — Rayons de courbure en coordonnees multipolaires. 

Soient p { , p 2 , . . • , p n les distances d'un point M a des 
centres fixes P M P 2 , . . ., P„ ; une Equation non identique 

(0 f(j>l,P*> •-•,Pn)=0 

entre p u p 2 , . . ., p n repr£sentera une courbe, dont le rayon 
de courbure peut se construire g6om£triquement, comme 
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nous allons le voir. Soit ds l'element d'arc de la courbe (i) ; 
difierentiant (1), on a 

(• 2 ) V *f dPi df>J ! V *f dlpi = Q. 

j^ dpidpj ds ds ' ^ dpi ds 1 

Or, en appelant x, y les coordonn^es rectangulaires du 
psint M et a,-, hi celles du point P;, on a 

p)^{x-~ai)* + (y — b t y 

et, en difierentiant deux fois, 

«4>*5p*($) , -*^*: + (.-*,S*cr-MS- 

tin 

Si Ton divise Tequation (3) par /?/, elle exprime que -^ est 

le cosinus de Tangle a/ que l'616ment ds fait avec le rayon/?/} 
si Ton divise (4) par/?,-, on aura alors 

d t pi i i r 

-~- H cos*a, = h - cos(p, />,■;; 

ck 1 /?/ />* p r ^ 

p design ant le rayon de courbure de la courbe (i), cette for- 
inule peut encore s'ecrire 

d i p/ i . _ sin a/ 
— / r = — sin 1 a, 

el (2) devient 

V 1 frf V ^/ /sin* a/ sinaA 

7 - — ^ — cosa/cosa/-t- 7 -r^- ( ) = o, 

A+dptdpj J £*dpi\ pi p / 

d'ou Ton tire 

V» d*f V^ df sin 1 a/ 

7 - — — cos a, cos a/ -4- > _^ : 

I — ^ dd P* d PJ J ^dp t p t ' 

r 7 -r 2 ^ 5ina i 

Si Ton applique cette formule a 1'ellipse qui a pour Equation 

Pi + Pi = a a, 



124 

on trouve 
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sin 2 a, sin*a s 



' = Pi 
P 



P\ 



sinaj-H sinaj 



ou bien 



Pi />• ( sin «i -f- sin a» ") 

p = r r • 

r p% sii^aj-h/?! sin* a s 



mais a f = it — a 2 : on peat done ecrire 



P = 



Vi/>s 



(/? 2 -f-jD,;sinai 



ou 



p sinai est done moyenne harmonique entre les rayons vec- 
teurs/?i et/? 2 . La m6me m£thode s'applique a la lemniscate 
en £crivant son Equation 

log/? t + log/?j = const., 

aux ovales de Descartes, etc. 

XV. — Rayon de courbure des podaires. 
Soient ( fig. 26) MM' une courbe, QQ' sa podaire relative au 

Fig. 26. 




p61e P; soient PM = p, R le rayon de courbure de MM', ds son 
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ds 

element d'arc, de = -^ son angle de contingence, O et O' les 

milieux de PM et de PM'. 

QO et Q'O' sont les normales a la podaire, et son rayon de 
courbure R t sera donn£ par la formule 

QQ' 
(i) R *=^-' 

on a de plus 

(a) QQ'= idz\p = pds, 

or Q , 0'=PO / ; Q'O difftre de OQ ou PO d'un terme du 
deuxi&me ordre ; done les triangles Q' 00' et POO 7 sont 6gaux , 
en sorte que Tangle O'Q'O = 0P0' = rfu>. On a, d'ailleurs,. 

(3) C = QOQ'— OQ'0'=arfe — dt»; 

(i), (2), (3) donnent alors 



ou 







* %1 idz — dta 


1 


__ 2 

~~ P " 


du) 2 dtMi R 

pdz ~~ p pds 



En appelant u. Tangle que ds fait avec le rayon vecteur, on a 



pdta ds M /do 1 ~ 

p du) dh> 

sin p. = r = = p -_ . 

/rfp* -+- p* rfa)* «* 

La formule pr£c6dente donne alors 

1 a R . 
5- = sin [x 

R 4 p p* 



ou 



2 11 n p 1 



p "~ R, G Rsin|x' 
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dooc p est moyenne harmonique entre R f et ^-? On a, si 

Ton veut, 

ill — jc — -. — > 

2 s — R sin jjl 

d'ou r£sulte une construction simple du rayon de courbure 
de la podaire. Cela pos6, on construira facilement le rayon 
de courbure de la strophoide, de la lemniscate de Ber- 
noulli, de la cissoi'de, si l'on observe que ces courbes sont 
les podaires respectives de la parabole par rapport au pied de 
sa directrice, de l'hyperbole £quilat&re par rapport a son 
centre, de la parabole par rapport a son sommet. 

La transform^e par rayons vecteurs r^ciproques d'une 
courbe a pour cercle osculateur le cercle dans lequel &e 
transforme le cercle osculateur de la courbe proposee. Cette 
proposition resulte de ce que le cercle osculateur est celui 
qui passe par trois points infiniment voisins. Si Ton se rap- 
pelle que la courbe polaire r^ciproque d'une courbe donnee 
par rapport a un cercle est la transform^ par rayons vecteurs 
r^ciproques de la podaire de cette courbe, il en resultera g£- 
n&ralement une construction simple du rayon de courbure de 
la podaire d'une courbe, quand on connaftra celui de sa po- 
laire reciproque. 



XVI. — Quelques observations sur la theorie du contact. 

Consid^rons liquation d'une courbe mise sous la forme 

y = a-r- bx -h cx*-±- dx*-\-. . . ; 

la droite y = a -f- bx est tan gen te a cette courbe ; en efTet, la 
difference des ordonn^es de la droite et de la courbe est 
x 2 (c-\- dx-\-. . .); au point commun x = o, y = a, cette 
diffldrence est done du second ordre : done, etc. 

La parabole y = a + bx -f- ex 2 aura avec la courbe, au 
point x = o, y = a, un contact du second ordre ; car la diflfe- 
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rence des ordonndes des deux courbes est x z (d -+- . . .), c'est- 
a-dire du troisieme ordre. Lorsque c sera nul, la parabole 
osculatrice se reduira a une droite, et le point x = o, y = a 
sera un point d'inflexion. 

La parabole y = a -f- bx -+- ex 2 -f- dx* aura avec la courbe 
un contact du troisieme ordre, etc. 

Considerons maintenant liquation d'une courbe sous la 
forme f(x, y) = o. Si nous donnons a x et a y des accrois- 
scments £, y\ et si nous considerons £ et y\ comme des coor- 
donnees courantes, liquation de la courbe prendra la forme 
suivant^, ou/ H ,/| 2 ,/22? • • • designent les derivees de/(#,j'): 

L'equation 

est liquation d'une tangente. En effet, les premiers membres 
de (1) et (2) ont m ernes derivees partielles du premier ordre 

pour \ = o, r, = o, done monies -^- La courbe 

a avec (i)un contact du second ordre, car elles ont pour $ = o, 
r 4 = o, memes derivees partielles premieres et secondes, et 

par suite memes -?> monies -t^> etc. 

Plus generalement, considdrons la courbe 

(3) A/^-BU/ l -4-ij/«)-r.C(5VitH-aT l 5/ 11 + ii»/ lt ) = o; 

elle aura avec la courbe (i) un contact du second ordre, car 
les derivees premieres des premiers membres de ces equations 
seront proportionnelles, ainsi que leurs derivees secondes 

pour £ = o, 7j = o; les ~£ et -g£ seront alors les memes, et il 
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est clair que cet £nonce* est susceptible de generalisation. 
Ceci pose\ rendons (i) homogene; nous aurons, en appe- 
lant m le degr£ de/, et en supposant x = o, y = o, 



/ = 



m{m — i) 



(^Vii-*--'-- 1 -* 1 /"); 



en n'ecrivant pas les termes nuls eten 6crivant £au lieu de 

on a 

i 



/= 



m(m — 1) 



SVis; 



nous aurons de m&me, en n'^crivant pas les termes nuls et en 
vertu du th£oreme des fonctions homogene s, 

e/i -*- n/, = — l — (K/» + tX/u )• 

Prenant alors C — m(m — 1), B = 2(/n — 1 ), A = 1, la for- 
mule (3) deviendra 

P/h ■+" V/m ■+" P/11 ■+- i/silt -+-a/»i 56 +- a/ufa =0; 

cette Equation est celle d'une conique osculatrice. Quand le 
point xy est un point d' inflexion, trois des points de contact 
sont en ligne droite; la conique en question doit done se re*- 
duire a deux droites, et Ton a 

/n /it /is I 

f%\ /%i f\% I = o. 

/a 1 fi% fzz 

Nous retrouverons cette conique osculatrice plus loin sous le 
nom de polaire conique. 

XVII. — Theorie des roulettes. 



Je rappelle que l'on dit qu'une courbe roule sans glisser 
sur une autre, quand, ces courbes £tant sans cesse en contact, 



INFINIMKNT PETITS D'ORDRE SUPERIEUR. 1 29 

les distances de deux points de contact successifs complies 
sur la courbe fixe et sur la courbe mobile sont egales. 

Quand une courbe route sans glisser sur une autre courbe 
fixe, un point quelconque du plan de la courbe mobile d£crit 
une courbe appel£e roulette. La courbe fixe est la base, la 
courbe mobile est la courbe roulante. 

Rapportons le syst&me k deux axes fixes Ox, Oy et aussi 
a deux systemes d'axes rectangulaires <oij, cot), li£s &la courbe 
roulante. Soient a, b les coordonn^es du point to par rapport 
a Ox et Oy. 

Soient X, Y les coordonn^es du point de contact M des 
deux courbes, £, 7) les coordonnees du point P qui engendre 
la roulette par rapport aux axes 05, Oy), eta:, y ses coor- 
donnees par rapport aux axes fixes; soient enfin u, v les dis- 
tances du point P a la tan gen te et a la normale commune k 
la base et k la courbe roulante en M. 

Prenons pour variable ind£pendante Tare s d^crit, soit sur 
la base, soit sur la courbe roulante par le point M , et soient 

les Equations de la base par rapport aux axes fixes ; 

Xi=?|(*) f Yi=«|li(*) 

les Equations de la courbe roulante par rapport aux axes (o£, 
u>Yi. Calculons les coordonndes x, y en fonction de $ et t\ ; a 
cet effet, servons-nous des coordonnees auxiliaires u, v\ nous 

aurons 

x = X -+- acos(w, x)-\- v cos(t>, a?), 

y = Y-+- ucos(u, y)-h i>cos(t>, y). 

Si Ton d£signe par un accent les derivees relatives k s, on 
pourra £crire 

ar = X-MiX' — pY', 
7-= Y-haY' + pX'; 



(i) 

or on a 



l)=Yi-hl*Y' 1 -f-pX' l , 

L. — Traite d? Analyse, II. 
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d'ou Ton tire 

00 ( «= (S-XOX^^-YOY',, 

I p^-cJ-XOY'.-i-dj-YOXi: 

les Equations (i) deviennent alors 

j* = X + (5-X 1 )(X'X' 1 -HY'Yi)-h(i,-Y 1 )(r i X'-X' 1 Y') f 
{ > j ir = Y + (5-X 1 )(X' 1 Y'-Y' 1 X';H-(ii-Yi)(Y' 1 Y'+X' 1 .X'); 

ce sont les Equations de la roulette. 

Avant d'aller plus loin, observons que, R d^signant le rayon 
de courbure d'une courbe en M, on a, en prenant Tare pour 
variable et appelant x, y les coordonnees du point M, 

x 'y— y*"= ^ 

yy-\- x* of = o; 

d'oii 

Cela pose\ appelons tt et ^- les courbures de la base et de 
la courbe roulante; en differentiant (a), on aura 



„' = _($_ Xl )^ -Kti-YO^-X'^-Y? 



ou bien 



(4) 






/ u 

V = • 



Ri 
Si Ton differentie alors les formules (i), on a, en vertu de (a), 

*'= X'— h (aY'+t>X')+ a'X'- t>'Y', 
/= Y'-+- i (uX'~ pY')+«T+ p'X'; 
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en vertu de (i) et (4), ces formules donnent 

^=X'-1(jk-Y)-X'-^~ Y 



ou 



bien 



(5) 



on tire de la 



/=Y'+I(*-X)-Y'+^=p 






ce qui prouve que : 

La normale a la roulette passe par le point de contact 
de la roulante et de la base. 

En ajoutant les formules (5), apres les avoir £levees au 
carr£, on a 

,* +/ . _(£ + £)%,, 

n dlsignant la droite PM qui joint le point M de la roulette 
au point de contact de la roulante et de la base. On en con- 
clut, en appelant o- Pare de roulette, 

(6) <*, = (£ + £)**; 

en diflerentiant (5), on a 

y=G'(x — X)-f-G(a?' — X'), 

G d&ignant, pour abreger, r H- s-' Multiplions la premiere 
par^ 7 , la seconde par x\ et ajoutons; nous aurons 

-faf+xY=G'[(y-Y)/ + (x-X)x'] 

+ G[/(/-Y')4- *'(*'- X')] 
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ou, en vertu de (5), 

^y-/^=G«[(^-X')(7-Y)-(y-Y')(a7-X)] 

ou, en £liminant encore #', y' au moyen de (5), 

a/y'—y'a?=G*[Y\x— X) — X'(y — Y)— G/i>], 

c'esl-a-dire 

afy* — y'x'= G*(/icos<p — G/i*), 

cp d6signant Tangle que fait la droite n avec la normale com- 
mune a la base et a la roulante ; il en r^sulte 

x'y* — y'x* _ i ncos<p — G/i 2 
da % G n 3 ds z 

ou, en appelant p le rayon de courbure de la roulette, 

- (- —\ "* 

P ~VR" 4 "R l / n n' 

cos? ____ 

Si l'on suppose R< = oo et si le point d^crivant est sur une 
droite mobile roulante, 

- n% 

p "~~ Rcoscp — n 3 

mais dans ce'cas <p = -> et Ton a p = /i, ce qui est une pro- 
priety connue de la d^veloppante de la base. 

XVIII. — Digression sur on theorems de Ginematique. 

ThGoreme I. — Quand une figure plane se diplace 
infiniment peu d'une mani&re quelconque dans son plan, 
il existe un point dont le diplacement est un infiniment 
petit du second ordre. 

Pour le d^montrer, rapportons la figure mobile : i° k deux 
axes fixes 0# et Oy situ£s dans son plan ; 2° a deux axes <*>£, 
d)7) mobiles, mais invariablement li£s a cette figure mobile. 
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Les formules de transformation des coordonn^es donneront 

( x = x -+- ; cos © — tj sin©, 
( y = 70 + 5 sin© -+-T) cos©, 

•^o? JKo ddsignant les coordonn£es du point to et © d£signant 
Tangle de m\ avec Ox. On deduit de ces formules 

!dx = dx Q — (£ sin© -+- tj cos©)c?©, 
dy = dy -+- ( £ cos © — tj sin © ) c?©. 

{Nous n'avonspas differentia jj et7j, parce que, les axes mobiles 
«£tant lies a la figure mobile, les coordonn£es £, r\ d'un point 
<ie cette figure restcnt constantes.) Ces Equations peuvent 

cl'ailleurs s'6crire 

dx = dx — (y — y Q )dy, 

dy = <f^ -4- (a? — x )dy. 

Si Ton suppose dx = o, dy = o, alors A# et A/ seront du 
second ordre, le d£placement du point (x,y) sera du second 
ordre, et Ton aura 

( dx 9 — (5sin©-4-7jcos©)c?© = o, 
( ^o -+- ( £ cos © — 7) sin©)<f© = o. 

Ces deux Equations d£termineront un et un seul point (£, 7j), 
except^ toutefois si rfo = o ; ce point, dont on aura les coor- 
donn£es fixes x f y au moyen des Equations (i), a un d£pla- 
cement du second ordre. 

Ce point est ce que Ton appelle le centre instantani de 
rotation. 

Supposons \ et t\ non plus invariables, mais donnas par les 
relations (3); le lieu des points £, t\ f obtenu en 61iminant 
entre (3) le param&tre variable dont les variations d£termi- 
nentlemouvement, est le lieu des centres instantanls dans la 
figure mobile : c'est une courbe C Les Equations (3) repr6- 
sentent, si Ton veut, cette courbe C. Les Equations (i) repre- 
sented le lieu C du centre instantani dans le plan fixe, pourvu 
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que Ton y suppose 5 et tj donnas par les formules (3). Difle- 
rentions, en nous platan t a ce point de vue, les formules (i) : 
nous aurons 

dx = dx — (\ sincp -+- 1\ cos cp)c?cp -+-(*/£ coscp — dr\ sincp), 
dy = dy -t-(£ coscp — 7j sincp )cftp -4-(d£ sincp -+- dt\ coscp) 

ou,en vertude(3), 

dx = d\ cos cp — dr k sin cp, 

dy = d\ sin cp -+- dr^ coscp. 

Multiplions la premiere par cos cp, la seconde par sin <p et retran- 

chons; nous aurons, dans le premier membre de l'equation 

r£sultante, la projection u du deplacement du point (x,y) sur 

Taxe <o£ 

u = d\. 

En appelant o la projection du m6me deplacement sur 
l'axe co7j, on aurait v = dr\ : il en r^sulte que, quand on donne 
a la figure un deplacement infiniment petit, le centre instan- 
tane se d£place dans la figure mobile et dans le plan fixe de 
quantitds £gales en grandeur et en direction (aux termes du 
second ordre pr&s); les diflerentielles des arcs de courbe G 
et C sont £gales, leurs projections sont £gales; done ces deux 
courbes sont tangentes et roulent Tune sur Tautre sans glis- 
ser-, done : 

Theoreme II. — Le deplacement d y une figure plane 
dans son plan peut toujours s'effectuer en faisant rouler 
sans glissement une courbe invar iablement liee ct la figure 
mobile sur une courbe fixe, et cela d y une seule maniere. 

Car : i ° le centre instantan^ de rotation est bien determine ; 
2° quand deux courbes roulent Tune sur l'autre, le point de 
contact a un deplacement infiniment petit du second ordre; il 
est, par suite, le centre ins tan tan 6 de rotation (cela r£sulte de la 
definition m£me du contact du premier ordre) ; il y a des cas 
ou le centre instantan£ pourra 6tre rejet£ a Tinfini. II y a plus, 
si df est toujours nul, les axes mobiles resteront toujours 
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parallel es a eux-m£mes; il n'y aura plus de centre instantane, 
et le mouvement sera un mouvement de translation. 

Corollaire I. — Quand une figure se meut dans son 
plan, les nor males a toutes les courbes dicrites par les 
differents points de la figure mobile passent par un point 
fixe (le centre instantane de rotation). 

Corollaire II. — Pour trouver le point ou une courbe 
invariable men t liee a la figure mobile touche son en veloppe 
on cherche le centre instantane de rotation, etde ce centre 
on abaisse une normale sur la courbe enveloppante : le 
piedde cette normale est le point cherche. 

Pour trouver le centre instantan£, d'apr&s ce qui vient 
d'etre dit, il sufGt de savoir mener la normale a deux courbes 
decrites par des points differents de la figure mobile. Si, par 
exemple, une droite de longueur constante a ses extr6mit£s 
sur deux droites rec tan gul aires, le centre instantan£ s'obtiendra 
en menant par les extr£mites A, B de cette droite des perpen- 
diculaires OA, OB sur les deux droites fixes : le point O de 
rencontre de ces deux droites sera le centre instantan6. Soit M 
un point de la droite AB; il engendre une ellipse : MO sera 
la normale a cette ellipse au point M. 



XVIII. — Sur les epicycloides. 

Uepicycloide est une roulette engendrde par un point de 
la circonf&rence d'un cercle qui roule sans glisser sur un 
autre cercle fixe. L'^picycloide porle le nom fthypocycloide 
quand le cercle mobile est intdrieur au cercle fixe. 

Soient R le rayon du cercle fixe, r celui du cercle mobile 
consider^ comme positif dans l'£picycloi'de ordinaire etcomme 
n£gatif dans rhypocycloide ; soit A le point d£crivant dans la 
position qu'il occupe lorsqu'il est le point de contact du 
cercle roulant et du cercle fixe. Prenons pour axe des x la 
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droite qui joint le centre O du cercle fixe au point A; desi- 
gnons par a Tangle dont a to urn 6 le centre du cercle mobile 
quand le point d£crivant s'est transport^ de A en une posi- 
tion M quelconque ; par x, y les coordonnees du point M ; 
posons en fin 

r r 

le th6or6me des projections fournira tr6s simplement les rela- 
tions (Jig. 27) 

!x = (R -+- r)cosa — r cos (a -4- 3), 
y = ( R -+- r) sin a — r sin ( a -+- j3 ). 

La construction du rayon de courbure et de la normale k 
cette courbe ddcoule des formules du paragraphe pr£c£dent : 
ainsi la normale au point M passe par le point de contact 
des deux cercles, et le rayon de courbure p est donn6 par la 
formule 



- (i -:) 



COSCp — tt 



n n 
R 



Dans le cas actuel, cette formule se simplifie ; on a, en efiet, 

n 

COS© = > 

1 ir 
et Ton trouve, au signe pres, 

TtR 

p = n ■+- zr » 

ce qui donne une construction bicn simple du rayon de cour- 
bure p; on voit qu'il suffit de prolonger la normale n d'uno 

quantity ^ > que Ton construira comme il suit : 

Soient (Jig. 27) O' le centre du cercle mobile, N le point de 
contact des deux cercles; on prendra NK= 2r + R ou, si 
Ton veut, on prolongera le diam&tre du point N de R, on 
joindra MK, on m&nera OG parallele a MK, et le point C 

sera le centre de courbure de Fepicycloi'de, car NC = = • 

r J ' R-+-ar 
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Par le point C, menons CS perpendiculaire sur GN ; il est facile 
de voir, par la comparaison des triangles CNS, N'NM, que NS 



est constant et 6gal a ^ 

NS 



aRr 



• On a alors OS = 



R* 



» de 



ir 



ir Rn-ar 

sorte que ^ = ^-; le systeme des deuxcercles, ayant pour 

rayons — et OS, est done semblable au systeme des cercles 
proposes, et il est facile de voir que Tare BS est £gal a 

Fig. 37. 




Fare CN. Si done on prend BP egal a la demi-circonfe'rence 
du cercle SGN, Tare CSN sera 6gal a Tare NA; le point G 
engendrera alors une e'picycloide semblable a la premiere. 
Done : 

La divelopp&e (Tune ipicycloide est une autre epicy- 
clolde semblable h la premUre. 

Si, dans les formules (1), que nous e'erirons 

x — ( R -+- r) cos a — r cos a > 

r 

/» \ • • R -f- r 

y = ( R .+. r) sin a — r sin a > 

r 

on fait une transformation de coordonnees, en faisant tourner 
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les axes de Pangle t:^j on trouve 



x = ( R -+- r) cos ( a -h it ^ I — r cos f a t, — J , 

^ =(R^ r)sin^a-T-i: ^J — r sin (a ^ + r ^j, 

et, si Ton fait a + 7t ^ = a', on a 

x r= ( R -*- r) cos a' — r cos ( t: -+- a' j > 

y = ( R -+- r ) sin a — r sin ( it -+- a — — j • 

Or les Equations d'une epicycloide engendre'e par un cercle 
de rayon — r roulant sur un cercle de rayon R +-2r sont 

,*s , , R -*- /* 

^-(R + r) cos a -+- rcosa > 

r 

R-^-r 

^ = ( R -+- r) sin a' -+- r sin a' — — ; 

elles coincident avec les pr6c6dentes, d'ou il resulte que : 

Toute epicycloi'de peut etre engendree de deux manieres 
enfaisant rouler un cercle sur un autre. 

On voit que Tepicycloide a pour tangente la droite MN 
qui Penveloppe ; il est facile de voir que c'est le diametre d'un 
cercle dont le rayon est 2r et qui roule sans glisser sur le 
cercle fixe. Ainsi : 

L' epicycloide est Venveloppe du diametre d'un cercle 
mobile qui roule sur un autre sans glisser. 

Citons encore la proposition suivante de Chasles : 

Le lieu des sommets des angles droits circomcrits a une 
Epicycloi'de est une autre Epicycloide. 
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. — Sur 163 courbes remarquables de la famille epicycloidale. 



Quand le rapport ^ est commensurable. l'£picycloide est 

eVidemment une courbe alge'brique. 
i° Quand R = r, on a 

x = 2R cosa - - R cos 2 a, 
j=aR sin a — R sin 2 a 

011, en transformant les coordonn^es, 

a? = (aR — 2R cos a) cos a, 
y =(aR — 2R cosa)sina; 

si Ton regarde a comrae un angle polaire et si Ton designe 
par r le rayon wcteur, on a 

r=z 2R — aR cosa, 

ce qui est liquation d'une conchoi'de de cercle : cette 
conclusion est 6vidente par des considerations synth^tiques. 
2 Quand r= — £R, on a une ligne droite : c'est la un 
theoreme de Lahire, bien connu du lecteur. 

3° Nous examinerons le cas ou r = r; les equations de 

la courbe sont 

x == 3 r cos a -4- r cos 3 a, 

y = 3 r sin a — r sin 3a; 
si 1'on observe que 

cos 3a = cos 3 a — 3 cosa sin J a, 
et que 

sin 3 a — 3 cos a* sin a — sin 3 a , 
on trouve 

x = r(3cosa-f- cos 3 a — 3 cosa -4- 3 cos 3 a) 

OU 

.r = 4rcos 3 a, y = 4/"sin 3 a; 
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done 

x* -4-^3 =(4r) 3 . 

C'est liquation de l'enveloppe d'une droite de longueur 
cons tan te fir qui s'appuie sur deux droites rectangulaires, 
ce dont la G£ome*trie pure rend compte tres simplement. 

Gette courbe est semblable a la d£velopp6e d'une ellipse 
dont les axes tendraient de plus en plus a devenir e*gaux; elle 
est du sixieme degre\ comme la d£velopp6e de l'ellipse. 

4° Si Ton a r = — — > on obtient ce que Ton appelle Vhy- 

pocycloide k trois rebroussements, courbe devenue celebre 
par les travaux de M. Cremona [Journal de Crelle, t. 64. 
Voir aussi, dans les Nouvelles Annates de Math6matiques, 
un article de M. Laguerre et un autre de Painvin; 1870). 
Les Equations de cette courbe sont 

x = r(a cosa — cosaa), 
y = r(2 sin at — sinaa), 
d'ou Ton tire 

(a?*-hy*)*-f- 8rx($y* — #*)-+- i8r 2 (j7*-f-7*)— 27 r* = o; 

quand on prend le triangle qui a pour sommet les trois 
rebroussements de la courbe pour triangle de r£feVence, on 
trouve pour Equation ordinaire 

y* z* -h z* #* -r x*y* = zxyz(x -+-y -+- z)\ 
et pour Equation tangentielle, 

On sait que les pieds des perpendiculaires abaiss^es d'un 
point d'un cercle sur les c6t£s d'un triangle inscrit sont sur 
une droite que l'on appelle quelquefois la droite de Simson. 

L'enveloppe des droites de Simson est une hypocyclo'ide 
k trois rebroussements. 
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XXI. — Gycloide et developpante de cercle. 

Quand R = oo , l'epicycloi'de devient une cycloide, et, 
quand r = oo , elle deg6n&re en developpante du cercle R. 

Ainsi la cycloide est lacourbe engendree par un point 
d'une circonference qui route sans glisser sur une droite 
fijce. 

Nous avons dej& 6tudie un grand nombre de propri£t£s de 
cette courbe sans en faire connattre la g£n6ration. 

Prenons (Jig* 28) pour axe des x la droite fixe sur laquelle 

Fig. 28. 



roule le cercle g6n£rateur, et pour origine O le point ou la 
cycloide rencontre l'axe des x f en sorte que O soit le point ou 
le cercle g£n£rateur touche Ox quand le point d£crivant est 
sur l'axe des x. 

Les coordonn6es £tant rectangulaires, appelons u Tangle 
que fait le rayon CM du cercle g£n£rateur avec la direction 
CA : c'est l'angle dont le cercle a tourn6 depuis qu'il a quitt6 
son point de contact O avec Ox. Soient OP = x, PM =y y les 
coordonn£es du point M de la cycloide, a le rayon du cercle 
g£n£rateur; l'inspection de la figure donne 

a? = a(a — sin u), y = a{\ — cos a). 

R£sumons les principales propri£t£s de la courbe : 
i° La normale en M passe par le point de contact A du 
cercle g£n£rateur et de la base Ox (p. 1 3 1). 
2 MB est la tangente. 
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3° Le rayon de courbare est double de la normale MA 
(p. 101). 

4° La developpee de la cycloide est une autre cycloide 
egale et semblablement placee; ses sommets coincident avec 
les points ou la cycloi'de proposee rencontre sa base (p. 1 1 1). 

5° Les points ou la cycloide rencontre sa base sont des 
points de rebroussement. La courbe se compose d'ailleurs 
d'une infinite de branches egales, placees les unes a la suite 
des autres. 

6° Le lieu des sommets des angles droits circonscrits a la 
cycloi'de est une cycloide. 

TV. B. — La proprieHe 4° se deniontre g^omelriquement avec 
la plus extreme facility. 



XXII. — fipicycloides allongees on raccourcies. 

L'epicycloide allongee ou raccourcie est engendre'e par un 
point du plan d'un cercle mobile qui roule sans glisser sur un 
cercle fixe. Les proprietes de ces courbes r£sultent des con- 
siderations dcveloppees aux. paragraphes precedents; leur 
etude estdu domaine de laMccanique. Toutefois nous ferons 
observer que parmi ces courbes se trouve Tellipse qui est 
engendree par un point du plan d'un cercle mobile qui roule 
interieurement sur un cercle de rayon double ; on d6duit de 
la un moyen nouveau de construire le rayon de courbure de 
l'ellipse. Gette propridte se demontre geomdtriquement avec 
la plus grande facilite, en s'appuyant sur le th^oreme de 
Lahire et sur cette propriete de Tellipse, qu'elle peut etre 
engendree par un point invariablement lid a une droite de 
grandeur constante qui glisse entre deux droites rectangu- 
laires. 

La cycloi'de allongee ou raccourcie a quelquefois regu le 
nom de trocho i'de ; Vtpicyclo'ide allongee ou raccourcie s'est 
aussi appelee tpitrochoide ou hypotrocholde. 
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Soient R le rayon da cercle de base ; r le rayon du cercle rou- 
lant, consid£r£ comme positif dans l'epitrochoide et comme 
n6gatif dans Thypotrochoide ; I la distance du point qui d^crit 
la roulette au centre du cercle roulant. Nous supposerons les 
cercles en contact sur la partie positive de l'axe des x : le 
point d£crivant sera done situ6 sur l'axe des x\ I sera con- 
sid£r£ comme de m6me signe que r ou de signe contraire, 
suivant que le point d£crivant sera, par rapport au centre du 
cercle roulant, du m&me cdt6 ou non que le point de contact; 
soit eniin a Tangle dont le cercle roulant a tourn6. Les coor- 
donnees d'un point de la roulette seront donnees par les for- 

mules 

a? = (R + r) cos a — I cos [3, 

y = (R-h r) sin a — / sinp, 
ou Ton a pos£, pour abreger, 

r r 

Quand — sera commensurable, la roulette sera une courbe 

alg6brique. Quand (3= — a ou R = — 27% on a une ellipse, 
comme on Pa observe plus haut. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Trouver le lieu des centres et des foyers des courbes du 
second degre qui ont entre elles en un point donn6 un contact du 
troisie'mc ordre. 

2. Trouver le lieu des foyers des paraboles qui ont entre elles en 
un point donne un contact de second ordre. 

3. Si Ton considere une conique et son cercle osculateur, la tan- 
gente commune et la corde commune sont egalement incline'es sur 
les axes : en profiter pour construire le cercle osculateur. 

4. Trouver sur une courbe les points pour lesquels il existe 
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deux hyperboles £quilateres ayant avec la courbe un contact du 
troisieme ordre. 

5\ Trouver le lieu des centres des hyperboles equila teres, ayant 
avec une parabole un contact du troisieme ordre. 

6. On appelle points Steiner d'une courbe ceux ou elle est touched 
par une conique suivant un contact de sixieme ordre (voir Lemon- 
nier, Theses) : trouver le caractere de ces points. 

7. Trouver liquation de la conique qui, en un point donn6 d'une 
courbe, a avec elle un contact du quatrieme ordre ou de la parabole 
qui a avec elle un contact du troisieme ordre. 

8. On appelle developpoide d'une courbe Tenveloppe des droites 
qui la rencontrent sous un angle constant (Lancret, Savants Stran- 
gers, 1811; Reaumur, MSm. Acad, des Sciences, 1709; Hatox, 
Annates de la SociSte scientifique de Bruxelles, a° ann£e). Soient 1 
Tangle constant, p le rayon de courbure de la courbe, <& son arc ele- 
mentaire, p' le rayon de courbure de la d^veloppoide ; on a 

, . pdp 

p = p sin a -h t—f- cos a. 

( Habicii, les Mondes, t. XIX.) 

9. Trouver les developpoides de la spirale logarithmique (voir 
I'exemple precedent). 

10. On peut generaliser la notion de developpde comme il suit : con- 
sid£rons une courbe S et sa tangente TM en M ; soient I et J deux points 
fixes, soit NM la droite conjugu6e harmonique de MT par rapport 
a MI et MJ : trouver Tenveloppe des droites MN. (Quand I et J sont 
les ombilics du plan, l'enveloppe en question est la developpee de la 
courbe.) Application a l'ellipse. Gas oil les deux points fixes I et J 
sont les foyers. 

11. Liquation de la lemniscate de Bernoulli 6tant 

O s -+-^*) 2 — a 8 (a? 8 -— y % ) = o ou r 8 =a s cosa6, 

a* 
son rayon de courbure est ^- > 1'equation de sa developpee 



1/ 
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12. Liquation de la parabole semi-cubique e'tant Say* = a a? 3 , son 
rayon de courbure est 

(2<Z-h 3x) z x t 

liquation de sa de\eIopp£e est 

3ay* = — ix*. 

13. La chalnette 

y = — U m +e m / 

r* 

a pour rayon de courbure - - — • On a 

ds y 
c&r m 

14. Dans l'hyperbole equilatere, le rayon de courbure est la moitie 
de la corde norm ale. 

15. Voici quelques formules relatives aux coordonnees tangentielles 
calcul6es par M. Painvin : 

Soient u, v les coordonnees tangentielles d'une tangente a une 
courbe; U, V les coordonnees courantes; on a les formules suivantes : 
liquation du point de contact : 

(U — u)dv — (\ — v )du = o. 

Coordonnees x, y ordinaires du point de contact : 

dv du 



*=T7^ ZTJ7> y = 



udv — vdu udv — vdu 

Element d'arc : 

, i—i dvd*u — du d* v 

ds = \Ju* 4- v* - ( — -} , xt • 

{udv — vdu) 1 

Coordonnees a ft , v\ de la normale : 

__v(udv — vdu) __ u(udv — vdu) 

f ~ udu-\-vdv ' 1— udu-^-vdv 

Rayon de courbure : 

r* / •. m £dvd*u — dud*v 
v (udv — vdu)* 

16. Voici d'autres formules du m£me auteur; quelques-unes etaient 
deja donn6es ailleurs. Soient p la distance de Forigine a la tangente 

L. — Traite d' Analyse, II. io 
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a une courbe, a Tangle que la normale fait avec l'axe des x\ on a, 
en eraployant les notations du numero precedent, 

cos a sin a i v 

u= > v = , p 1 = — -> tanga=-, 

p p r u % -+- v % ° u 

* 

dp . dp 

x=pcosa. — -y- sin a, y = p sin a -+• -f- cos a, 

act as 

ds = p da. -+- d -~ > 

* aa 

R =t } +d£> 

a*p dp 

Mi = — sin a : -T , ^ = cos a : -f- • 

aa aa 

17. Si Ton considere deux courbes de grandeur et de forme con- 
stantes, tournant autour de points fixes et O' situes dans leur plan 
et invariablement lies a ces courbes, si de plus ces courbes sont 
constamment tangentes, de telle sorte que, M designant Ie point de 
contact act u el, N et N' les points de contact a un autre instant, on 
ait toujours arc MN = arc MN', on dira que les courbes sont syntre- 
pentes; une courbe qui a pour syntrepente une courbe egale est dite 
isotrSpente. Soit 00' = k; prouver que l'equation des isotrepentes en 
coordonn^es polaires est 

dr r 

55 "" F(r, k — r)' 

F designant une fonction symetrique de r et k — r. 

(Miquel, Journal de Liouville, t. II, i e s6rie.) 

18. Le lieu des sommets des angles constants circonscrits a une 
epicycloide est une 6pitrochoi*de. 

19. Si des rayons lumineux paralleies viennent se reflechir sur une 
circonference, l'enveloppe des rayons r^flechis sera une epicycloide. 

(Lhopital, Analyse des infiniment pet its.) 

20. L'enveloppe des rayons lumineux eman6s d'un point fixe et 
r6fract£s par une courbe plane G situee dans un meme plan avec le 
point lumineux est la developp6e de l'enveloppe de cercles ayant leurs 
centres sur la courbe G. Soient M le centre de Fun d'eux, L le point 

ML 

lumineux, n l'indice de refraction : son rayon sera — • 
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21. Par un point fixe on mene des rayons vecteurs 6gaux et paral- 
lels aux rayons de courbure d'une courbe fixe G ; le lieu des extremites 
de ce rayon est une courbe C dont on demande Texpression du rayon 
de courbure, en fonction du rayon de courbure et de Tare de la 
courbe proposed C. 

■ 

22. Le limacon de Pascal a pour equation polaire 

r = a(i — cos 6) : 

e'est done une conchoide de cercle. Sa d6velopp6e et sa d^velop- 
pante sont des limacons de dimensions lin6aires trois fois plus petites 
et trois fois plus grandes : la construction du rayon de courbure est 
fort simple. 

23. Un cercle est rencontre* par une courbe G de degre" m en des 
points a u a it . . . ; on mene les norm ales a la courbe G en ces points, 
elles rencontrent une transversale passant par le centre du cercle 
aux points p l3 pi, .... Prouver que 



h h.. . = o; 



a x p x a^pi a 3 p 3 

deduire de la un moyen de construire le rayon de courbure d'une 
courbe alg£brique. 

(Liouville, Journal de Mathimatiques, t. IX, i re s6rie.) 
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CHAPITRE III. 

fiTUDE DES POINTS SINGULIERS. 



I. — But et utilite de la theorie des points singuliers. 

Les theories que nous avons expos£es dans les Chapitres 
precedents ne s'appliquent pas aux points des courbes que 
nous avons appel^s singuliers. 

Ces points sont ceux ou Pordonn^e^ d'une courbe, consi- 
dered comme fonction de son abscisse, n'estpas deVeloppable 
par la formule de Taylor. lis sont done caracte>ises par ce 
fait que y ou Tune de ses d£riv£es cesse d'etre finie ou con- 
tinue. 

Toutefois nous ne considererons pas comme n£cessairement 
singuliers : i° les points situ6s k Tinfini dans des circonstances 
qui seront mentionne'es plus loin; i° ceux ou Ton aurait 

-~£ = oo , si cette circonstance disparait par une transforma- 
tion de coordonn6es. 

Dans cet ordre d'id£es, les points d'inflexion ou une droite 
a avec la courbe un contact du second ordre ne sont pas 
singuliers, pas plus que les sommets ou la courbe a avec un 
cercle un contact du troisieme ordre. 

Cependant nous verrons que, par rapport aux coordonnees 
tangentielles, les points d'inflexion jouent le role que les 
tangentes aux points de rebroussements jouent par rapport 
aux coordonnees cart^siennes, et, k ce point de vue, on les 
range parmi les singularity des courbes planes. 

Nous ferons, dansceChapitre, une 6tude d£taill£edes points 
singuliers, d'abord parce qu'il convient de revenir sur les rai- 
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sonnenients faits, en excluant syst^matiquement ces points, 
et ensuite parce que les courbes douses de points singuliers 
jouissent de propri^tes remarquables qui en simplifient la 
th6orie, contrairement a ce que Ton pourrait croire au pre- 
mier abord. 



II. — Digression sur une question d'Algebre (solution de M. Minding). 

Nous allons nous proposer de r&soudre la question sui- 
vante, indispensable pour faire une bonne th£orie des points 
singuliers : 

Etant donnie une equation entre deux variables 

dans laquelle f est une fonction entiere ou, plus generate- 
menty une fonction developpable suivant les puissances 
entires de x et y, determiner les ordres des racines y 
de cette Equation par rapport & x, quand on y suppose x 
et y infiniment petits (bien entendu, on suppose que, pour 
x = o, y est nul; ou, si Ton veut,/ ne contientpas de terme 
ind£pendant de x et^). 

On peut meltre l'equation (i) sous la forme 

X , X <7 ... d£signant des polyndmes en x (ou des series 
ordonn6es suivant les puissances ascendantes de x) dans les- 
quels nous supposerons que les puissances de x les moins 
£lev£es sont respectivement x n *, #"t, . . . , #"*, . . . ; nous sup- 
poserons d'ailleurs 

/Wo < mi < m% < . . . < in/ < . . . . 

Posons^ = ax s ; nous aurons, en supposant a fini, 

(2) X a OT »a7 m o*-i-X 1 a m ia? m i'-f-. . .4- X/a" 1 ; #'"<*-*-. . . = 
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ou encore 

X, X- 

(3 ) a m Q -+- =- <l m i x {m i~ m ^* -+- . . . -+- ^- OL m i xlmi-mjs _*-...= o ; 
Ao Xo 

les prdres infinit^simaux des divers termes de cette formule 
so nt respectivement 

o, rt\ — n -f-*(/ni — m ), ..., n/— /ij-w(m/— mo), ... 
ou bien 

I o, (mi—mo) Is— ~ — -J- \, •-., 
(4 ) J L mi -m J 

Soit o- la plus grande des quan tires 

/lo — Hi /Iq — /ij /lo — /*/■ 



mj — mo /itf — mo m/ — mo 

plusieurs d'entre elles pouvant 6tre £gales d'ailleurs : la suite 
aura tous ses termes positifs ou nuls si Ton prend s = <r. Soit i 
le rang du dernier terme nul; si dans (3) on suppose x = o, 
on aura une Equation de la forme 

(5) a w o-h. ,.+ G« m » , = o. 

Cette Equation fait connaitre les valeurs finies de a et, par 
suite, les racines de (i) d'ordre s; et m£me la limite du rap- 
port—* Le nombre des racines de cette Equation (5), diflferentes 

de o, est #w/ — m ; c'est aussi le nombre des racines de (i), 

qui sont d'ordre 

n — ni 

S = <T = 



m/ — m 



On voit enfin que (i) a m racines d'ordre sup^rieur a o\ 

Pour trouver les ordres des racines d'ordre sup^rieur a t, 
divisons les deux membres de (2) par X|-jc w «*; nous aurons 

Y V 

X/ X/ 
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Les ordres des termes de cette Equation sont 

ou 

(7) { , x 

\ s ~~ ™ — ^r )( m y— m /)> — 



Soit o' la plus grande des quantity ' __ * > dans lesquelles 



Wi — n* 
5 graiiue ues quanuies 

A* > *, et soit 

nij — m/ 



ff ,_ m—n j m 



si Ton fait s = <r / , tous les termes de la suite (7) qui suivent o 
sont nuls ou positifs ; je dis qu'il en est de m£me de ceux qui 
precedent, il suffit pour cela de prouver que, si k < i : < / , 

on a 

Hi — rik ni — nj 



THfc — /It/ TYlj — /W/ 

Or on a, d'apr&s la definition de <r f 



/to — nt ^ ^o — Kk 



> 



ou, appelant e une quantity positive, 



/to — /i/ /to — itfr-h z nt — rik -+- e # 

/7ti — /ito m^ — //to //tjt — nii 



done, comme m*<^/n,-, 



n — /t/ /I/ — n* 



/7t/ — //to ~ //t>t — "*i 

mais n/ "~" y > ou a', est plus grand que — -> et Ton peut 

my — m/ 7 r o t m ^ — m<) r 

poser 

/to — /t/ to — n J "+" 6 

= j 

m { - — m mj — m© 
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d'ou l'on tire 

/io — /*/ fi{ — rij-t-z 



mi — /rig ntj — trig 



et, comme ntj — mi est positif, 



ftp — */ ^ ni—nj 9 



THi — HIq 171 j — ITii 

de cette formule et de (a) on d£duit rin^galite* qu'il fall ait 
6tablir. 

Faisant done s = (x^, puis # = o, la formule (6) devient 

il y a done m/ racines d'ordre supe>ieur a d et ntj — m f - racines 
d'ordre 6gal a <r'. 

Si Ton divise alors tous les termes de (i) ou (2) par Xyx*'*/, 
en raisonnant comme nous venons de le faire, on aura les ra- 
cines d'ordre m* — my, k d£signant un nombre facile a deter- 
miner comme i ety, et ainsi de suite. 



m. — Methode de Newton. 

La methode de Newton est Interpretation geometrique 
de la methode de Minding, ficrivons liquation (1) sous la 

forme 

2 A x*yJ = o, 

appelons jx l'ordre de y et considerons le groupe de termes 

de l'ordre le moins elev£; il devra contenir au moins deux 

termes 

Xx l yJ, Hx k y l \ 

ces deux termes £tant de m£me degre* 8, on a 

(p) i-h jiy = *-+- [jl/ = S 

ou 

i—k 
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ce qui prouve que [x est commensurable. Ceci pos6, consid£- 
rons i et j comme les coordonnees d'un point et marquons 
lous les points i 9 J; a tous les termes de m£me degre* corres- 
pondent des points en ligne droite en vertu de (/?), et liqua- 
tion de cette droite, pour un degre* 8, est 

X-+-p.Y = 8. 

Quand 3 croit, la droite, pour une m£me valeur de |x, s'eloigne 
de 1'origine; done la droite qui contiendra les points i,j cor- 
respondant au degre minimum ne devra laisser aucun point 
marque* du cote" de 1'origine des coordonnees. 

Done, si l'on forme une ligne polygonale convexe, passant 
par des points marques, dont les c6t£s laissent du c6te* oppose* 
a 1'origine des coordonnees tous les points marques par les- 
quels ils ne passent pas, les cot£s de cette ligne polygonale 
determineront les points r^pondant a la question. Par exemple, 
soit A un c6te* de la ligne en question : supposons qu'il con- 
tienne les points (i,y), (?,f)i (Fif')\ on posera 

*-+- ft/ = 8 > ?•+■ ft/'=^' 

ces deux formules d&terminent |x et 8, e'est-a-dire le degr6 de 
y relativement a x et le degre* total des termes que Ton peut 
grouper de maniere a obtenir des termes de (i) de degre* mi- 
nimum; (j, j ), (t 7 , f), . . . feront connattre les termes eux- 
m&mes. 

II faut remarquer que, parmi les points (i,j), il y en aura 
n^cessairement un sur l'axe des x et un sur l'axe des y 9 si 
liquation (i) est irreducible. En effet, cette equation, ne con- 
tenant pas de terme independant de x ely, ne saurait avoir 
tous ses termes divisibles para; ou par y\ ily aura done n£ces- 
sairement un terme ind^pendant de x et un terme ind£pen- 
dant de y\ en d'autres termes, il existera un exposant i nul, 
ainsi qu'un exposant j nul, ce qui fournira bien un point a 
marquer sur chaque axe de coordonnees. 

Ni la m£thode de Minding ni celle de Newton, comme 
Ton voit, ne permettront de determiner les ordres des racines 
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au moyen d'une formule g£n6rale. Chaque cas particulier 
exigera une discussion sp£ciale. 

IV. — Caracteres des points singuliers dans les conrbes algebriques. 

La discussion que nous allons entreprendre est due a Sturm ; 
elle a 6l6 perfectionn^e par Briot. Elle a 6l6 faite surtout 
en vue des courbes algebriques, mais elle s'appliquerait a 
toute courbe dont le premier membre pourrait 6tre deve- 
lopp£ par la formule de Taylor. 

Soit 

l'equation d'une courbe que nous supposerons alg^brique (ou 
telle que son premier membre soit d£veloppable par la formule 
de Taylor); soit, pour abr^ger, 

fi ~dx 7 A= ty' fu "dx^ fit -tejy 

si nous 6prouvons le besoin de rendre cette Equation homo- 
g&ne en introduisant la variable z y nous poserons en outre 

Ceci pos6, nous allons prouver que : 

Sif% et/ 2 sont diffirents de zero en un point (#, y)> ce 
point ne saurait itre singulier, mais it pourra presenter 
une inflexion. 

En effet, donnons a x et y les accroissements \ et t, ; 
liquation (1) deviendra 

ou bien, en observant que/(x, y) est nul, 

(a) $/i + r,/, -+- { (/up 4- 2/„5t) -+-/„t)*) -4-. . . = o. 
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On peut regarder le point (x,y) comme origine de nouvelles 
coordonn£es £, 7). Nous allons chercher comment la courbe 
coupe deux parall&les AB, A'B' menses k la distance £ de l'axe 

Fig. 29. 




des j\ A cet effet, puisque/i et/ 2 ne sont pas tous deuxnuls, 
supposons / 2 ^ o et posons 






$ 



= a. 



La formule (2) pourra s'6crire 
(3) a — a-f-£P = o, 

P designant une fonction de £ et de a, finie pour 5 = o et 
pour des valeurs finies de a. Si Ton suppose £ tr&s petit, en 
vertu de cette formule (3), a converge vers a, le coefficient 

angulaire a = 2 de la s£cante OM issue de Torigine O con- 
verge vers le coefficient a = — y- de la tangente. 
Si Ton prend la d£riv£e de liquation (3), on a 

„ dP 

da 

Quand £ est tr&s petit, cette Equation ne saurait avoir lieu, 
la d£riv6e 1 -+- £ — conservant alors toujours le meme signe ; 
le premier membre de (3) ne s'annule qu'une fois : l'£qua- 
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lion ( i ) a done la seule racine a = a finie, et la courbe ne 
rencontre ABqu'en un seul point. Elle la rencontre d'ailleurs, 
car pour a = a le premier membre de (3) a le signe de P, et, 
en faisant a=a + Aoua=a — A, ce premier membre sera, 
pour de petites valeurs de £, positif ou n£gatif ; si, pour fixer 
les id£es, P est positif, la racine de (3) sera comprise entre ct 
el a — A et par suite la courbe coupera AB au-dessous de OT : 
elle la couperait au-dessus dans le cas contraire. Une discussion 
toute semblable fourniraitdes r£sultats analogues relativement 
a la parallMe A'B' correspondant aux valeurs negatives de £. 

J'ai dit que, pour a = a, le premier membre de (3) avait 
le signe de P ; cela est vrai quand P n'est pas nul pour a = a, 
mais on peut toujours supposer P^ o pour a = a, sans quoi 
toute l'equation serai t divisible par a — a; liquation (i) serai t 
divisible par \f K -h r\f 2 et ce facteur pourrait 6tre supprim£ : 
une droite ferait partie int^grante de la courbe que l'on dis- 
cute. Suivant les cas, le point O pourra £tre un point ordinaire 
ou un point d'inflexion ; ce sera un point d'inflexion si la 
courbe coupe AB et A'B' de part et d'autre de la tangente AT. 
Ce dernier cas se pr^sentera si P change de signe avec £, ce 
qui exige qu'il contienne £ en facteur. Alors, en effet, 
supposant par exemple P > o, pour £ > o, la courbe coupera 
AB au-dessous de AT, et, pour £ <[ o, P etant <^ o, la courbe 
coupera A'B' au-dessus de AT. 

Ainsi le point O n'est pas un point singulier, puisque y 

est bien d6termin£, ainsi que -j- = — y 7 et P ar su * te c [ ae 
-j-^, • • • > mais ce point peut £tre un point d'inflexion; done : 

Pour qu^un point soit singulier, ilfaut que Von ait en 
ce point 

f\ = o, / 2 = o. 

En coordonn^es homog&nes, liquation /= o peut se mettre 
sous la forme 

il en r£sulte qu'en un point singulier on a aussi/ 3 = o. Ainsi : 
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En coordonnees homogenes, la condition pour que le 
point {x } y, z) soit singulier est 

C'est aussi la condition, en coordonnees triliniaires, pour 
que Ton ait en x, y, z un point singulier, ce dont on peut se 
convaincre aisiment en posant 

x = \ cosa-+-T) sina — p, y = \ cos [3 -hi) sin p — q, 

z = \ cosf -r- t, siny — r, 

et en observant que les Equations /== o, p = o, — = o 
entrainent/, = o, f t = o, / 3 = o. 

V. — Remarques. 

Reprenons Inequation (2) du paragraphe precedent, 
(a) 5/i-+-TQ/i-Hi(/ii6 , + a/iih- u /t«V)-*---- = o. 

Liquation \f h -4-71/2 = est celle de la tangente; on peut 
le verifier en observant que cette droite coupe la courbe en 
deux points confondus a Torigine £ = o, r\ = o. Cette tangente 
partagele plan en deux regions R 4 et R 2 ; dans la premiere 
\J K -+- 7|/ a est positif, dans la seconde il est nigatif. 

Eng£niral, dans (2), les termes du second ordre, en £, y\ y 
donnent leur signe a toute la partie du second membre qui 
suit les termes du permier ordre (a moins que les termes du 
second ordre soient nuls en mime temps que ceux du pre- 
mier); pour un point de la courbe, £/i-h*)/a est de signe 
contraire aux termes du second ordre. Ces termes du second 
ordre ne changeant pas de signe, ceux du premier ne changent 
pas de signe non plus ; done, dans le voisinage du point (#, y), 
la courbe reste dans une mime region K t ou R 2 , e'est-a-dire 
dans un mime c6t6 de la tangente. 

Ce raisonnement tombe en defaut quand les termes du 
second ordre peuvent s'annuler avec ceux du premier, c'est- 
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a-dire quand 5/i + ^1/2 divise les termes du second ordre. 

Supposons que ^/ t 4- fl/2 divise les termes d'ordre 2, 3, . . . , i 

sans diviser ceux d'ordre i-\- 1 ; si l'on pose, pour abr^ger, 

\ft -f- 7[/ 2 = T, on pourra mettre liquation (2) sous la forme 

T(i-f-Q)^ u/l yV — x -f-... = o. 

V ' 1.2.3...(*-f- 1) 

Plagons-nous sur un point de la courbe, T(i -t-Q) aura le 
signe de T, les termes suivants auront le signe du seul terme 
^crit, T sera de signe contraire a ce terme. Si ce terme est 
d'ordre pair, T, pour un point de la courbe, conservera son 
signe; la courbe est alors, dans le voisinage du point ( x, y), 
dans la m^me region R f ou R 2 . Si, au contraire, le terme 
consider6 est d'ordre impair, T changera de signe avec r, et £ ; 
la courbe traversera la tan gen te et passera de la region R f a 
la region R 2 : il y auraune inflexion. D'ailleurs la tan gen te T = o 
a avec la courbe un contact d'ordre i, puisqu'en coupant la 
courbe par T = o on trouve i -f- 1 points d'intersection con- 
fondus en x, y. 

Ainsi, en appelant i-\-\ V ordre du premier imanant 
de f qui ne Vannule pas avec Vemanant \f\-*-fifz, la 
courbe a avec sa tangente en x, y un contact d } ordre i y et 
par suite une inflexion sii-\- 1 est impair, pas d 9 inflexion 
(pour Voeil) si i -f- 1 est pair. 

VI. — Points singnliers ordinaires. 

Conservons les notations du paragraphe pr6c£dent. Pour 
que la courbe 

(0 /(*,r) = ° 

pr^sente une singularity en x,y^ il faut que 

(2) /i = o, fi = o. 

Voyons maintenant si cette condition est suffisante. En don- 
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nant toujours a x ely les accroisse merits £, rj, on a, en tenant 
compte de (i) et (a), 

liquation doit n^cessairement presenter un terme ind6pen- 
dant de £ ou r), sans quoi elle serait divisible par une de ces 
variables et liquation (i) ne serait pas irr^ductible. Nous 
supposerons que/ 2 2^o; divisant alors par £ij 2 , nous aurons 



(3) 



/h -+- a a/n -4- a s / M -4- $ Q = o, 



Q d£signant un polyn6me qui reste fini pour £ = o, tant que a 
n'est pas infini. Nous distinguerons trois cas : 

!° fw 4- % a f\2 + « 2 /m est decomposable en facteurs dis- 
tincts r£els :/ 2 a(a — <*X<* — (3); (3) s'e'crit alors 



(4) 



/it (a — a)(a — p)-h$Q = o. 



On peut supposer / 22 positif; tragons les droites OT et OS 
(/?£-. 3o) ayant pour coefficients angulaires a et p. On peut 




supposer Q different de z£ro pour a = a ou a = p, sans quoi 
/" = o ne serait pas une Equation irr^ductible. Supposons, 
par exemple, a > p et Q positif pour a = a. En faisant a = a 
et a = a — A, le premier membre de (4) prend des signes con- 
traires, si £ est suffisamment petit. Liquation (4) a done une 
racine a voisine de a, y a une valeur AM voisine de a\ = AT 



i6o 



CHAPITRE III. 



et la courbe coupe AB dans le voisinage du point T (ici au- 
dessous du point T). On verrait de m£me que la courbe coupe 
AB dans le voisinage du point S. D'ailleurs, il n'y a pas d'autre 
point voisin de O sur la courbe et sur AB, car la derived du 
premier membre de (4) ou (3) se r6duit a. 



V» + 2fl /« + 5 



dQ 
da 



et ne s'annule qu'une fois pour des valeurs finies de a, 
quand £ est tres petit. On verrait de me'me que la courbe 
coupe A'B' en deux points voisins du point O; il serait d'ail- 
leurs facile de dire si ces points sont au-dessus ou au-dessous 
de OS et de OT, qui, £tant des li mites de se'cantes, sont evi- 
demment des tangentes. Le point O est done singulier et 
deux branches de courbe viennent s'y croiser: e'est un point 
double ou nopud simple. 

2° Si/ n 4- 2fl/, 2 -4- a 2 / 2 2 n'est pas decomposable en fac- 
teurs re"els, Tequation (3) conserve le signe de ce trindme 
(qui ne s'annule jamais) pour de petites valeurs de £; il n\ 
a done pas de points de la courbe dans le voisinage du point 
O qui est alors un point isole ou conjugue. 

3° Si / n -h iaf K% -f- a 2 / 2 2 est un carre* parfait, alors 



/ij — fix fit — o, 



et (3) peut s'e'erire 

(5) 



/«(a-a) 2 -r-$Q-o. 



Tra^ons la droite OT qui a pour coefficient angulaire a; a 
tend vers a pour $ ■= o ; cette droite OT est done une tangente. 
Si Ton fait a = a, pour £ > o le premier membre de (5) a le 
signe de Q ; pour d'autres valeurs de a, il est positif ; si done Q 
est positif, il n'y a pas de rencontre de la courbe avec AB, ma is 
certainement il y a alors rencontre avec A'B'; car, pour a = a, 
le premier membre de (5) est ntfgatif et, pour d'autres valeurs 
de a, il est positif; on peut done dire qu'il y a au moins deux 
rencontres, l'une au-dessus, l'autre au-dessous de la tangente, 
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sur A'B', et qu'il n'y en a que deux, si Ton observe que la 
d£riv£e du premier membre de (5) est 2/ 22 (a-^- a)+ £ -p » 

et ne s'annule qu'une fois pour de petites valeurs de £. 
Nous avons suppose Q positif pour a = a : on serai t arrive 




a des r6sultats analogues en le supposant n6gatif. Mais, quand 
Q peut changer de signe avec £, il faut modifier notre raison- 
nement : on fait alors 



et (5) devient 

(6) 



"Q = A-hB$-hC5* 



/«(« — *)' ■+- A$ -+- B?* -+-...= o. 



Supposons seulement A^=o, pour a = a: alors le premier 
membre de (6) a le signe de B; si done B est n<5gatif, comme 
pour a^a, ce premier membre a le signe +, la courbe ren- 
contre AB et A'B' chacune en deux points; la courbe se com- 
pose en O de deux branches tangentes entre elles. Si B est 
positif, on ne peut plus rien affirmer, et il convient de modi- 
fier la th£orie ; posons alors 

la formule (6) deviendra 

/«*'* S a -H(A ■+- A' \i! -+-... )? -+- (B -+■ B' $a' -h. .. )£*+...= o, 
L. — Traite d' Analyse, II. 1 1 
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A , B , . . . design ant les valeurs de A, B, ... pour a = a; 
cette Equation peut s'icrire, en divisant par £ 2 et en observant 
que A = o, 

(7) / !! a'»+A' a'+B + Ef^a'» + B' «' + ...J + ...= o. 

• 

Si le trindme en a' ind£pendant de £ est toujours positif, a' 
est imaginaire et O est un point isoli; si ce trin6me peut s'an- 
nuler, a prend deux valeurs rielles a + a'{ et a -f- {3'£, et la 
courbe se compose de deux branches situies de part etd'autre 
ou du mime cot£ de la tangente commune, suivant que a' et f3' 
sont de signes contraires ou de mime signe. 

Si le trindme en a! a ses racines e gales, liquation (7) a 
deux racines igales : si le coefficient de £ est positif quand 
£ est nigatif, a a alors deux valeurs de la forme 

a-h(a'-t- e,)£ et a -f- (a'-f- £»)?, 

E f et e 2 etant tr&s petits par rapport a a'; la courbe se prisente 
done sous la forme de deux branches situies d'un mime c6t£ 
de la tangente commune, et il est clair qu'elle ne coupe qu'une 
des parall&les AB, A'B': le point O est alors un rebroussement 
de seconde esp&ce. Ces conclusions sont en defaut quand 

— + BV-4-. • •, coefficient de £, est nul; on voit comment 

Ml 

on devrait d'ailleurs continuer la discussion. 

En risumi, si/ H , / 12 , / 22 ne sont pas nuls k la fois, la 
courbe a en x, y un point singulier; ce point est alors dit 
point singulier ordinaire. 

Si /h/22 — /J 2 n ' est P as nu l> deux branches de courbe, 
rielles ou imaginaires, se coupent en O et Ton a un point 
double rSel ou imaginaire; si / u / 22 — /J 2 est nul, on dit 
que l'on a un rebroussement : les deux branches de courbe 
passant en x, y sont tangentes. 
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VII. — Points singnliers extraordinaires. 

Conservons to uj ours les me*mes notations que dans les pa- 
ragraphes pr6c6dents. Si / n , / 12 , /ia sont nuls en m&me 
temps que/ 4 , / 2 , /, le point (x, y) est encore un point sin- 
gulier, com me nous allons le voir; on dit alors, pour des 
raisons que Ton comprendra plus loin, que le point singulier 
est extraordinaire. Pour discuter ce cas dans toute sa g£n£- 
ralite, nous supposerons qu'ayant mis 1'equation de la courbe 
sous la forme /( x -+- £, y -4- t\ ) = o, on la d^veloppe par rap- 
port aux puissances de \ et 7j. On obtiendra un r^sultat de la 
forme 

(1) 2 A *V=o; 

7) aura alors di verses valeurs infiniment petites de divers 
ordres par rapport k £. On d6terminera les ordres de ces 
diverses racines comrae il a 6t& explique (p. 149 et i52) : 

ayant adopts un ordre - pour 7j, on d£composera le premier 

membre de (1) en groupes de termes de me* me ordre, et Ton fera 



5 = ± av, t) = auY; a ~\ 



\ 



L'equation (1), en divisant par une puissance convenable 
de m, prendra alors la forme 

(2) <p(a)-f-ax( a )-^ » f +(a)-i-...= o f 

?( a )» X( a )> *K a ) d^signant des fonctions entieres. Si Ton 
suppose \ et par suite u tres petits, liquation (2) ou (1) de 
la courbe devient sensiblement <p(a) = o. Si a est une ra- 
cine reelle simple de <p(a) = o, le premier membre de (2) 
change de signe quand on remplace a par a 4- A et a — A, 
pourvu que £ et par suite u soient assez petits. A cette racine 
correspond une branche de courbe et une seule, car la d6- 
riv£e du premier membre de (2) est f'( a ) -+- «x'( a ) "*"• • • 
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et a le signe de <p'(a), qui par hypothese n'est pas nul; cette 
d£riv(5e ne changeant pas de signe de a — h a a -+- A, il ne 
peut y avoir qu'une racine de (2) dans cet intervalle [cette 
branche coupe d'ailleurs AB et A'B', si y^(a ) n'est pas nul]. 
Si a est une racine multiple de <p(#) = o, d'ordre de mul- 
tiplicity/? par exemple, (a) prendra la forme 

(a — a )P 8(a) -+- u x.( a )-*- M * <j/(a) -h. . . = 0. 

La discussion n'offrira pas de difficult^ si y(a ) est different 
de ze>o; mais, si /(tfo) = °> <> n posera 

a = Oo -+- ua', 

et Ton proc£dera comme on l'a indiqu£ pour la discussion 
d'un point ordinaire. 

A un point de vue purement analytique, quand les de*riv£es 
du premier ordre de / sont nulles, le point ( x, y) est un point 
double, et les tangentes au point double ont pour Equation 

ou, avec les axes primitifs, 

En general, soit p l'ordre de la premiere differentielle de f 
qui ne s'annule pas. On aura symboliquement 

/(* + (,/ + t,) = — '—(W + ^y^i, 

1 • Jb * *J m m a fJ 

e designant un infinimenl petit de l'ordre (p + 1); les points 
(x -+- £), (y 4- t\) etant sur la courbe, on aura 

(ifi -+- r iA) ip) ■+- e = °- 
Divisons par ty 9 nous aurons 



(/f+^/.)"'-H«'=0, 



e' s'annulant avcc \; si Ton appelle a la limite du rapport j. 
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c'est-a-dire du coefficient angulaire de la droite joignant le 
point (#, y) au point (x -f- £), (y 4- *l), on aura 

(P) (/!-+- a/,)<P>=0. 

Cette Equation montre que la courbe a p tangentes au point 
(x,y) et que leurs coefficients angulaires a sont donnas par 
la formule (P). Liquation des tangentes elles-m£meS sera 
done 

et, en coordonn£es homog&nes, 

[X/i + Y/, + Z/ ) ]W=o. 

Elles sont au nombre de /?, r^elles ou imaginaires, et l'on dit 
que le point (x, y) est multiple d'ordre p. Le noeud peut 
n'£tre pas apparent; e'est ce qui arriverait, par exemple, si 
deux branches de courbe imaginaires se croisaient en un 
point M d'une branche r^elle; mais, analytiquement, le 
point presentera les caract^res d'un point singulier. Ainsi, en 
g£n£ral, si un point (x, y) est multiple d'ordre p, toutes les 
derivees de f, Jusqu'd Vordre p — i inclusivement, sont 
nulles en ce point, et riciproquement d'ailleurs. 

Cette condition se traduit en coordonn&es homogenes en 
disant qu'en un point multiple d'ordre p, toutes les deri- 
vies d'ordre p — i du premier membre de l } equation de la 
courbe, relatives ax, y, z, sont nulles. 

En eflet : 

i° Si Ton a 

/i = o, fi = o, f = o, 

la derni&re Equation peut s'^crire 

et, en vertu des deux premieres, elle devient / 3 = o. 
2 Si Ton a 

/=°> /i = 0, /j=0, /i!=0, /u = 0, /il = 0> 
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on aura 

/i = o, /i = o, / s = o; 

ces Equations peuvent s'6crire 

x f\\ +yf it ■+- Vis = o, 

*/ii -t-yfn ■+■ V« = °» 
et, en vertu de / l4 = o, / 12 = o, / 2 a = o, elles deviennent 

/is = o, /js = o, / 8 j = o, 

et ainsi de suite. 

Cesont aussi les conditions pour qu'une courbe 

donnie en coordonnies triliniaires ait au point (x, y, z) 
un point multiple d'ordre p. 

En effet, les coordonnies trilin£aires d'un point (x, y y -3), 
sont li£es aux coordonnies rectangulaires homog&nes S, r,, JT, 
au moyen d'£quations telles que 

3 = cf$ + b'r k +c"{, 

dont le determinant n'est pas nul ; on peut done aussi expri- 
mer £, y\, £ en fonctions linlaires et homog&nes de x, y y z. 
Les formules relatives au changement de variable pcrmettent 
de calculer les d6riv6es d'ordre/? — 1 de/ relatives k x, y y z 
en fonction des dSrivees de /relatives k £, r,, £, et cela sous 
forme homog^ne et lin£aire, et vice versa. Done, si les d£ri- 
v£es d'ordre/? — 1 relatives k x, y y z sont nulles, celles qui 
sont relatives k £, r,, £ le sont aussi, et vice versa. 
L'expression symbolique 

(X/,-hY/ t H-Z/i)<p> 

est un covariant; par une substitution, telle que (1), elle se 
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trouve multiplied par le determinant de la substitution eleve" 
a une puissance convenable ; on peut en conclure que 

(X/i + Y/, + Z/,)W = o 

est, en coordonn£es trilin£aires, liquation de l'ensemble des 
tangentesmen£es&lacourbe/= o au point (#,jk? s)singulier 
d'ordre p. 

VIII. — Remarqnes. 

Soit (ft £ -f-/a>l) (/H ' 1) le premier 6manant de/qui ne s'an- 
nule pas ; il est facile de voir que 

l/i5-*-/«i)) (|M - |, = o 

est liquation des tangentes au noeud et de trouver Fordre de 
leur contact avec la courbe. En effet, l'equation de la courbe 
est 

e dlsignant des termes d'ordre supe>ieur a />+ i. Si Ton 
prend des coordonn^es polaires et si Ton pose 

£ = rcos8, 7j = rsin8, 

liquation de la courbe devient, apres la suppression du fac- 

teor rP+\ 

(fi cos 8 -t-/ t sinOyp+u + rw=o, 

co dlsignant une quantity finie pour r = o. On voit que la 
droite qui fait Tangle quelconque avec l'axe des x coupe la 
courbe en/? -f- i points confondus fixes et en d'autres points 
variables; quand tend vers une valeur qui annule 

(/icos0-+-/ f sin6)<P+i>, 

une autre valeur de r au moins tend vers z£ro : le rayon r 
correspondant devient done tangent a la courbe; l'ordre de 
son contact d£pendra~du nombredes termes qui s'annuleront 
pour (fi cos8 -h/2 sin8) ( ^ +l) = o, c'est-&-dire du nombre des 
points d'intersection variables de la s£cante qui devient tan- 
gen te. 
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Pour savoir de quel cdte* la courbe est placee dans le voisi- 
nage du nceud par rapport a ses tangentes, on peut suivre le 
proc«kl£ que voici, plus simple que celui que nous venons 
d'exposer, mais qui a sur lui l'inconv^nient de n'3tre pas 
toujours applicable. Supposons toujours que le premier ema- 
nantde/, qui ne s'annule pas identiquement, soit 

(/iE-H/t^)^ +l) ; 

soit Tun de ses facteurs lin6aires reels; mettant ce facteuren 
evidence dans tous les 6manants, on resoudra liquation de 
la courbe par rapport a ce facteur, et Ton aura 

On partagera le plan en deux regions R 1 et R 2 : dans Tune, 
T sera positif ; dans l'autre, il sera ncgatif. Si Q a toujours le 
m£me signe, il n'y aura de points de la courbe que dans l'une 
des regions R R 2 . Si Q peut changer de signe, il y aura des 
points de la courbe dans les deux regions. 

II ne s'agit, bien entendu, que des points infiniment voisins 
du point (x,y). 

IX. — Theorie des asymptotes. 

On sait que Ton appelle asymptote d'une branche infinie 
d'une courbe une autre courbe dont celle-ci s'approche ind£- 
finiment, de maniere que la difference des ordonnees de ces 
courbes ait pour limitc ze>o ou, plus exactement, de maniere 
que la distance d'un point de Tune de ces courbes a l'autre 
tende vers zero. Nous ne nous occuperons ici que de la 
recherche des asymptotes rectilignes. 

On sait que les coefficients angulaires c des asymptotes sont 

donnas par la formule c = lim — > et que leurs ordonnees a 

l'origine / sont donndes par la formule /== lim(^ — cx)\ les 
asymptotes paralleles a l'axe des^ ont d'ailleurs pour abscisses 
les valeurs finies de x qui rendent^ infini. 
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Occupons-nous d'abord de la recherche des asymptotes 
parall&les a l'axe des y d'une courbe alg^brique; a cet effet, 
ordonnons liquation de la courbe par rapport aux puissances 
decroissantes dey; nous aurons 

(1) **y m -+- X,^- 1 -h X,/"-*-*-. . .-f- X m = o, 

X , X M ... d^signant des polyn6mes entiers en j; en divi- 
sant par y m , on a 

(1) Xo-^-^X,-^ J-X,--...-h- I ,-y m = o; 

si Ton suppose y = oo , cette equation se reduit a X = o, et 
les valeurs finies de x qui rendent y infini sont racines de 
liquation X =o. Ainsi, au point de vue algebrique, la 
question estr£solue; au point de vue g£om£trique, il convient 
d'examiner de quelle fagon la courbe est plac^e par rapport 
a son asymptote. 

i° Supposons que, pour la valeur a qui annule X , on ait 
X^o; alors on peut mettre liquation (2) sous la forme 

X -+- -(X!-f-£)=0, 

e d6signant une quantity que Ton pourra supposer moindre 
que X| en valeur absolue. On en tire 

y — ~ v > 

alors la courbe propos£e aura ses branches disposes, par 
rapport a l'asymptote, comme celles de la courbe 

X, 

On voitque, si a est racine simple de X = o, la courbe aura 
deux branches situ£es de part et d'autre de l'asymptote; si, 
au contraire, a est racine double ou d'ordre de multiplicity 
pair, deux branches seront asymptotes d'un m£me c6t£. 
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2° Supposons quepour#= aon aitnon seulementX = o, 
mais encore X t = o, on peut faire 

x= a -h £, 
1 

liquation de la courbe se transforme alors en une autre 
enti&reen $ et rj . On peut consid6rer $ et 7j comme des coor- 
donn£es courantes : la nouvelle Equation pourra alors £tre con- 
sid£r£e comme celle d'une courbe d qui passera par l'origine ; 
on discutera la forme de cette courbe en appliquant les prin- 
cipes d6velopp6s aux paragraphes pr£c£dents, elle pourra 
presenter une singularity, et de sa forme on d£duira celle de 
la courbe propos^e c en remarquant que l'ordonn^e de cette 
derni&re est l'inverse de l'ordonn^e de la premiere corres- 
pondante a la m&neabscisse. Cette m6thode s 'applique, bien 
entendu, 6galement au cas ou X 4 ne serait pas nul en mgme 
temps que X . 

Supposons, par exemple, que la courbe d pr£sente une 
branche unique traversant l'axe des x, la courbe propos£e c 
pr6sentera deux branches infinies asymptotes k l'axe desTj ou 
& la droite x = a, situees l'une au-dessus, l'autre au-dessous 
de l'axe des x. Si la courbe d pr£sente une branche unique 
tangente a l'axe des x, la courbe c pr^sentera deux bran- 
ches infinies asymptotes k la droite x = a, situees du m£me 
c6t6 de l'axe des x que la branche de la courbe c'. 

Si la courbe d prtfsente un noeud simple, chaque branche 
du noeud donnera lieu k deux branches asymptotes a la droite 
x = a appartenant k la courbe c. Un rebroussement donnera 
lieu ordinairement k deux branches infinies de c, asymptotes 
d'un mgme c6t£ de la droite x = a, etc. 

D'ailleurs nous allons exposer une m£thode g£n£rale pour 
la recherche des asymptotes des courbes alg£briques ; cette 
m£thode semble ne pas s'appliquer a la recherche des asym- 
ptotes paralleles k l'axe des^, mais avec un peu d'attention on 
verra sans peine qu'elle est tout k fait g6n6rale. 
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X. — Gas general. 

D£composons liquation de la courbe en groupes homo- 
g&nes, nous aurons un r£sultat de la forme 

(1) <?m(*, y) ■+■ ?m-i(a?, y) -h. . .-+■ <po(#, y) = o, 

<fi(x,y) d^signant en g£n£ral une fonction homog&ne de dqgr£ 

1. Divisons par x m et posons - = c, remplagons f*(i, c) par 
<fi(c) : nous aurons 

(*) ?m(c)-h i?m-i(c)-f-^ i ?,«-i(c)-h... = o; 

quand on fait croitre #, cette formule se transforme en 

qui fournit alors les valeurs finies de la limite de - ou, si Ton 

veut, les coefficients angulaires des asymptotes. Pour trou- 
ver les ordonn£es a Forigine des asymptotes de coefficient 
angulaire c, on posera 



* y c 

J XX 

et Ton cherchera la limite de 8 ; c'est cette limite qui fournira 
1'ordonn^e a l'origine correspondant aux asymptotes dont le 
coefficient angulaire est c: la formule (i) divis^e par x m don- 

nera alors, en remplagant - par c -\ — > 

*«( c -*-J)-*-£»«-'( c -'-i)-'----= ' 

c'est-a-dire 
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or, cpw(c) £tant nul, on peut £crire 

J ?'hi(c)y-*-?iii-i(c) 
(3) j r Si § n 



.= o, 



. = o, 



Equation qui, pour x = 00 , donne, en passant aux li mites et 
en appelant I la limite de 0, 

* 

d'ou 

Si done <p' m (c) n'est pas nul, on aura une asymptote corres- 
pondant au coefficient c; mais, si <?' m (c) est nul, liquation 
<?m(c) aura une racine double, et / sera infini, a moins que 
Ton n'ait cp m-l (c) = o. Dans ce cas, la formule (3) donnera, 
en multipliant par x, 

» / \ 8* / / \ ^ / \ 

?'« (C )7^ ■ 4 -?m-i(c) T -f-O m _j (C) 

et, pour x = 00 , / sera d£termin6 par liquation 

?*(«) — -+-?«-| (C)- -+-?,«-2(c)=0; 

on aura alors deux asymptotes correspondant a la valeur c 
du coefficient angulaire. On voit comment on continuerait 
cette recherche si y'^, ©^,_, et <p m _ a 6taient mils. 

Revenons maintenant sur cette discussion. Supposons les 
axes de coordonn^es tellement choisis qu'il n'y ait pas 
d'asymptotes parall&les aux axes : alors l'equation <f m (c) de- 
termine m coefficients angulaires, £gaux ou inegaux ; a chaque 
valeur simple de c correspond une et une seule valeur de /, 
finie ou infinie; done, en g£n£ral, 

* 

Une courbe d'ordre mam asymptotes. 
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Ce th^oreme ne tombe pas en deTaut quand c est racine 
double, triple, etc., de <p OT (c)=:o; nous avons vu en effet 
qu'a une pareille valeur de c correspondaient deux, trois, etc. 
asymptotes, reelles ou imaginaires, situ^es a distance finie ou 
infinie, confondues ou non. 

Au point de vue purement analytique, la question est r£- 
solue; au point de vue ge'om&rique, il reste a indiquer la 
disposition des branches infinies de la courbe par rapport a 
ses asymptotes. 

L'equation (3) n'est autre chose que liquation m6me de 
la courbe, pourvu que Ton y considere 8 com me e*gal by — ex ; 
si Ton y fait 

= / + 6, 

e reprdsentera la difference entre l'ordonn^e de la courbe et 
l'ordonn£e de l'asymptote. En effet, cette formule donne 

y — co7 = Y — c#4-e ou y — Y = e, 

Y d£signant Tordonn^e de l'asymptote, y celle de la courbe 
pour l'abscisse x. La substitution 8 = l-\- e dans (3) trans- 
forme cette equation comme il suit, en observant que 

est nul : 

E?',„(c)-h ^ lo m (c) ( ^ a E)> -+- ?',„-! (C) -^ -h cpm-l(c)J -+-. . . = O. 

Une discussion, semblable a celle qui a £te* faite apropos des 
points singuliers, montrera si, pour de grandes valeurs de x, 
t est positif ou negatif, e'est-a-dire si la courbe est au-dessus 
ou au-dessous de son asymptote. 

Supposons que - tende vers o; liquation pr£c£dente, en 
g£n£ral, s'e'erira 

(4) e^t'c)-!- J Wm(c) j^j -+- ?',„-! (C) j H- <?/n-i(c)J -+- <i> = O, 

<o d£signant un ensemble de termes d'ordre supe>ieur aux 
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pr6c£dents; appelant A le coefficient de -> on aura scnsible- 



ment 

i A 






On voit que e change de signe avec -; d'ailleurs il est r£el, 

car, si Ton consid£re le produit ex = a comme variable, la 
d£riv£e du premier membre de (4), qui peut s'ecrire 

acpj.-h A -+- a) =±= o, 
est <p' c + — et conserve son signe pour de grandes valeurs 

de x. Pour a = r-i— < =t /i, ce premier membre change 

de signe; done liquation en a a une et une seule racine 

entre r— - ± h. Puisque e change de signe avec -> la 

courbe est en g£n£ral situ^e de part et d'autre de son asym- 
ptote, et a une asymptote r^elle correspond une branche de 
courbe r£elle; mais il n'en est pas toujours ainsi. 

Si, par exemple, dans (4), le coefficient de — £tait nul, 

e'est-i-dire si Ton avail <p * m (c) = o, y m _ { (c) = o, v m ~2 (c) = o, 

e serait de m6me ordre que — et ne changerait plus de signe 

avec x\ deux branches de courbe seraient alors situees d'un 
m&me c6t6 de l'asymptote. Mais il n'esl pas n^cessaire de 
pousser cette discussion plus loin, k cause de l'analogie 
qu'elle pr£sente avec celle des points singuliers. 

XI. — Equation des asymptotes. 

Conservons les notations du paragraphe precedent et sup- 
posons c racine d'ordre de multiplicity * de <p m (i,c)=o; 
supposons d'une mani&re g£n£rale l'ordonmie / donn£e par 
liquation 



ETUDE DE9 POINTS SINGCLIERS. \ r ]Z> 

Gomme liquation d'une asymptote est dela forme 

on aura liquation de l'ensemble des asymptotes en ^li rain ant 
/ entre ces deux formules, ce qui donnera 

Gette Equation peut se mettre sous une forme remarquable. 
Posons c= — g; elle pourra s'£crire 

on bien 

(2) < 

mais, la fonction <? m £tant homog&ne, on a symboliquement 

L'expression 

s'annule done pour x = a et^ = j3, et m£me s'annule * fois 
pour x = z ety = £, puisque ¥« f (c) == °> on P eut done P°" 
ser, en appelant G un facteur fini pour x = a, y = j3, 

si l'on fait x = o, on a 

*>» _ G 0, 

dp' " 
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d'ou l'on tire, en multipliant en croix, 
La formule (2) devient alors 

(3) ^ > / *?»-«^.v*?— 'Y"'-!- -O- 

mais on a, en appelant /( x,y, z) le premier membre de liqua- 
tion de la courbe, 

<M«,P)=/(«iP>?) P°u r Y = °* 
?OT _ l( a,?)=^, ?«-.<«. P> =7^' ■■• pour Y =o; 
(3) s'^crit alors 

i\\ X d% +y d$) + 1 (»— 1)! d-{\ dx ^d?y 
ou, multipliant par {'!, 

/ df df\< id/ df df\'-> 



d? \ dx 



+7.Vq) -»-.-- = o. 



Cette derniere Equation peut (Svidemment se mettre sous la 
forme svmbolique 

toujours en supposant y = o et z = 1 . Cette forme est bien 
remarquable. En effet, elle convient a tous les cas, mSme au cas 
ou I'on aurait affaire a des asymptotes paralleles a l'axe des y\ 
en second lieu, elle met en Evidence ce fait que, si 

<P/»(C), <?m-l(c), ..., <p m -f(c), 
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sont nuls, il y a i asymptotes de mime coefficient angulaire 
c= °, que les dirivies ^ft/dy sont toutes nulles, et que 

les Equations de ces asymptotes sont de la mime forme que 
celles des * tangentes en un point singulier qui seraitd'ordre i 
et qui aurait pour coordonnies homogenes a, |3 et y = o ; done 
on peut dire que : 

Toute asymptote ayant pour coefficient angulaire - 

est une tangente a Vinfini au point de coordonnies 
«,P,T = o(«). 

Si i asymptotes sont paralldles & la direction -> elles 

sont tangentes au mime point singulier d'ordre i a Vin- 
fini, a, (3, o. 

Si, dans liquation de la courbe 

(5) /(*>7> *) = o, 
on fait 

(6) * = * -+-3?> y=y -+-$p, z = ZQ-T-i? y Y=°» 
elle devient 

7 ) p m /( a > P. Y)- + -P ,;| - ip i+P m - ,p «- 4 ---- = °> 

P/ design ant (x j- -hy -jg -f- -o ^ ) symboliquement. Cette 

Equation a pour racines les p des points d'intersection de la 
droite (6) et de la courbe (5). Si Ton suppose /(a, (3, y) = o 
[ou fm(c) = °]> l a direction de la droite (6) est celle d'une 
asymptote; la formule(7) montre qu'elle rencontre la courbe 
en un point a l'infini. Ainsi : 

Les par alleles aux asymptotes rencontrent la courbe a 
Vinfini (et en m — i points seulement a distance finie). 

Si non seulement on pose /(a, (3, y) = o, mais encore si 

(*) II est bien enteodu que cette proposition ne s'applique pas a des 
courbes traoscendantes quelconques. 

L. — Traite d' Analyse, II. ia 
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Fon choisit x Q , y Q , z Q de telle sorte que P« = o, c'est-a-dire, 
en definitive, si la droite (6) est une asymptote, elle rencontre 
la courbe en deux points a Pinfini. Ainsi une asymptote 
coupe la courbe en deux points situis a Vinfini. 

Si toutes les deVivEes de/sont nulles jusqu'a l'ordre i inclu- 
sivement, onaP/=o; le point {x^y^ z ) est alors surTune 
des i asymptotes paralleles a la direction a, p, y; la droite (6) 
est une de ces asymptotes. Ainsi : 

Quand i asymptotes sont paralleles, elles rencontrent la 
courbe en i points sit ties a Vinjini. 

XII. — £tude des points a l'inflni. 

Le nouveau point de vue auquel on peut consid£rer les 
asymptotes des courbes algEbriques, et qui permet de les 
regarder comme des tangentes a I'infini, est fecond ; il permet 
de trouver ces droites en coordonne'es trilineaires ; il permet 
aussi de classer les asymptotes et leurs points de contact 
comme les points singuliers. 

Pour trouver les asymptotes d'une courbe 

on pourra faire z = o 9 resoudre liquation f(x, y, o) = o et 
chercher les tangentes aux points x, y, racines de cette Equa- 
tion. La courbe aura des points singuliers a I'infini si Ton a, 

pour 5 = 0, 

df df df 

Ox ' dy ' dz ' 

ces points pourront e"tre des rebroussements ou des points 
doubles, triples, etc. 

Ainsi, deux asymptotes confondues, c'est-a-dire pour ies- 
quelles l'ordonnee a Torigine sera la m£me, devront £tre 
considerees comme des tangentes en un point de rebrousse- 
ment, etc. 

Dans ce qui va suivre, a moins que nous ne prlvenions 
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express^ment du conlraire, quand il sera question des points 
singuliers d'une courbe, il faudra compter parmi ces points 
ceux qui sont a rinfini. 

Remarque. — II peut arriver que la r^sultante de deux 
Equations de degre"s m el n soil d'un degre" infe'rieur a mn } 
au moins en apparence. Cela a lieu quand on ne lient pas 
compte des racines in finies de la r£sultante. 

Lorsqu'on veut avoir le nombre de solutions finies des 
deux Equations, il faut retrancher du nombre mn le nombre 
des solutions infinies; or la theorie des asymptotes fait pre- 
cis£ment connaitre le nombre et la nature des points a Tin- 
fini; il est done facile de voir en combien de points les deux 
courbes qui representent les deux equations se rencontrent 
a rinfini; en deTalquant ce nombre de mn, on aura le nombre 
des solutions finies des deux Equations proposes et par suite 
le degre de la r£sultante. 

Exemple : 

x* ■+■ ix*y -hy*x -+- 3y 2 -4-^ = 0, 

x l -+- %xy -+-y* -+- x — y = o. 

Les courbes representees par ces Equations ont un contact 
simple a Pinfini sur la droite jp-ha; =o, la tangente est la 
droite de rinfini; done elles ont deux points communs a 
Tinfini et, par suite, 6 — 2 = 4 points communs a distance 
finie. 

XIII. — Sur les tangentes singulieres. 

Si Ton considere une equation en coordonne'es tangen- 
lielles <;, r n les principes du Calcul differentiel ne s'ap- 

pliqueront point aux droites pour lesquelles r\ ou -7= serai t 

discontinu ou indetermin£ : ces droites sont des tangentes 
singulieres. On fera une theorie des tangentes singulieres 
tout a fait analogue a celle des points singuliers. 
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Si Ton considere, par exemple, liquation tangentielle 
el si Ton fait 

/i = 5g» /«-g^ J *~dV /ll== 5$*' ••' , 

on reconnaitra sans peine que, si Ton a a la f6is 

/i = o, / s =o, /=o ou / 3 «=o, 

la tangente dont les coordonnees satisfont a cette equation est 
singuli&re; elle touche la courbe /=o en deux points qui 
peuvent d'ailleurs etre confondus : on lui donne le nom de 
tangente double. Quand les deux points de contact sont 
confondus, cette tangente devient tangente d'inflexion. Ainsi, 
la ou l'analyse des coordonnees ordinaires fait trouver un 
rebroussement, l'analyse des coordonnees tangentielles met 
une inflexion en Evidence; l'inflexion est done une exception 
dans les enveloppes. 

XIV. — Remarque an sujet des conrbes algebriques. 

Une courbe alg£brique ne saurait avoir de points d'arrfitni 
de points anguleux, et, par suite, une asymptote esttoujours 
asymptote a deux branches r^elles. Ge th£oreme r£sulte 
de Tanalyse qui pr£c&de ; mais on peut le d&nontrer com me il 
suit ; 

Prenons le point singulier pour origine; liquation de la 
courbe sera 

(i) /(*,7) = o; 

coupons cette courbe par le cercle de rayon e infiniment 
petit 

(2) a7 2 -4-7* = e*; 

le nombre des solutions des Equations (1), (2) est pair, le 
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nombre des solutions imaginaires est pair; done le nombre 
des solutions r6elles est pair aussi; done la courbe (i) 
coupe toujours un cercle d£crit de Fun de ses points comme 
centre en un nombre pair de points, ce qui n'aurait pas lieu 
si Ton pouvait prendre pour centre du cercle un point 
d'arrgt. 

Une courbe alg£brique ne peut avoir de points anguleux, 

parce que la courbe ayant -r- pour ordonn^e, qui est alg£- 

brique comme la proposEe, aurait un et m£mc deux points 
d'arrfit. 

Une droite asymptote & une branche de courbe alg£brique 
est toujours asymptote a une seconde branche ; sans quoi, si la 
courbe f(x,y) = o n'avait qu'une branche asymptote de la 

droite y = o, par exemple, la courbe fly, - ) = o aurait un 

point d'arr£t a 1'origine. 

XV. — Examples de points singuliers. 

Developp&e de Vhyperbole. — Cette courbe a pour Equa- 
tions (p. i 10) 

(ax)* — (by)* = c 3 

ou, en faisant disparattre les irrationnelles, 

(a* a?* — b*y* — c v ) s — 27 a 1 ^c*^*^ 1 = o; 

on trouve que les asymptotes sont rejet^es k l'infini. Pour 
determiner les points singuliers, on rend liquation homo- 
gene ; on a alors 

(a % x* — b*y* — c k z % )* — yj a*b x c l >x t y % z' i = o 

ou 



en posant 



p3 — 27 a* b % c k x*y*z* = 0, 



P = a*a7» — 6^« — c**V 
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Les d£riv£es relatives a x, y, z sont, a un facteur constant 

pr£s, 

(pt_ 9 6»c^«z*)3-, 

(P*-h$a*c*x*z*)y, 

En £galant ces d£rivees a o, on a 

/ (P±3bc*yz)x = o, 
(i) < (P±3)^lac*xz)y = o, 

( ( P =h 3 /^T abxy)z = o. 

Supposons j? = o : les deux derni&res Equations rentrent l'une 
dans l'autre; on a done un point singulier sur l'axe des^, au 

pointy = dz(-r) ^ — i , et de m6me un point singulier sur 

Paxe des x a l'abscisse x = ± — • En ces points, la tangente 

a pour equation x 2 = o.y 2 = o; ce sont done des points de 
rebroussement ordinaires. 

Pour 5 = 0, les deux premieres Equations concordent et 
donnent a 2 x 2 — b 2 y 2 = o, ce qui fournit deux points singu- 
liers r£els. Les tangentes en ces points sont donncSes par la 
formule z 2 = o et par suite ces points sont des points de re- 
broussement, la tangente est la droite de l'infini. 

Supposons maintenantje^o, y '^o, z^o) les equations (1) 
donnent 

P = ±: 3 bc*yz = ±z 3 ac*xz \J — 1 = ± 3 abxy / — 1 
ou 

3 abc*xyz " ax ~ by y/^T ~" c*z /— ~i 
Si Ton prend les quatre points, 

ax — dzby / — 1 = ± c*z \j — 1, 
on voit que ces points satisfont a (2). En cherchant les tan- 
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entes en ces points, on reconnait que ce sont des points 
doubles ordinaires. 

La scarabee est engendre'e comme il suit : 



g 



Fig. 3a. 




Supposons qu'une droite de longueur constante s'appuie sur 
deux droites rectangulaires ; elle enveloppe une 6picycloi'de 
(p. 139) dont nous avons dej& trouve* liquation. Si Ton 
forme la podaire de cette courbe par rapport k un p6le P pris 
sur la bissec trice de Tangle yOx> cette podaire sera la sca- 
rabee. 

Ainsi la scarabee est le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissees d'un point fixe pris sur la bissectrice d'un angle 
droit, sur une droite de longueur constante dont les extr6- 
mites se meuvent sur les c6l6s de Tangle droit en question. 
Cette proprie'te' de la scarable d'etre une podaire permet 
imm£diatement d'en construire g£oni£triquement la tangente 
et le ravon de courbure. 

Cherchons son Equation : soient OA = a, OB = (J, OP = a 
et AB=/; les coordonnees x, y du point M satisfont a 
liquation 

(1) ap-+-pa- = ap 
de la droite AB, dans laquelle 

(2) a t_ h pi = /j ; 

elles satisfont aussi & liquation de la droite MP 

o) a (*_«£)_p(V_«£) = o. 
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Pour lliminer a et (3, on tire - et ^ de (1) el (3), et on les 
porte dans (2), que Ton £crit 



1 1 



ce qui donne 

M~SM---$)]"[(---2) , 4-- , m 

ll est indique de transporter Torigine au point P; on a alors 

(4) [y* -h x* -+- a(x +y) fi]*(x* +y*) = l*x*y*. 

En coordonn6es polaires, on a une Equation fort simple 

[r*-f- ra(sin6n-cos8) ^a] f r* = /*r* sin 1 6 cos* 6, 

d'ou Ton tire 

r = a /a (sin 8 -+-cos8)± ZsinOcosO; 

on discutera plus facilement la courbe en changeant 9 en 
- -f- 0, ce qui donne 

r = 2 a cosO dz - cosaO. 

2 

Nous laissons au lecteur le soin de faire cette discussion el 
de verifier les r£sultats de la discussion que nous allons faire 
de liquation (4). Cette equation d£velopp£e est 

(a?* -4- i J' , ) , + aa /a(:r* -*-y*)*(x-+-y) 

-+- %a*(x-*-y)*(x t -*-y*) — l*x*y* = o; 

l'origine est un point quadruple, les points x = o, y = — — — 
et # = — , y = o sont des points doubles. Les ombilics 
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du plan sont aussi des points doubles; la forme de la courbe 
est la suivante : 

Fig. 33. 




Courbe du diable. — Son Equation est de la forme 

y K — x k -+- ay* -h bx* = o ; 
elle se d6duit de l'equation de l'hyperbole £quilat£re 

y* — x* •+- ay -h b x = o 




en changeantj' eny 2 el x en x 2 . Nous ferons 

a = — »4» b = a5, 
et nous la discuterons sous la forme 

y\ __ x \ __ %4 y * -+- a5 x* = o ; 
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nous lui trouverons un point double a I'origine; elle passe 
par les ombilics du plan. 

XVI. — Nombre des conditions determinant one conrbe algebrique . 

Une equation d'ordre menx ely renferme un terme de de- 
gr£ z£ro, deux termes du premier degr£, . . . , m -+- i termes de 
degr£ m : elle renferme done en tout i-t-2-t-...-j-(m-hi)ou 

— termes, et, parsuite, elle contient ^— 

coefficients. Or deux Equations qui ont leurs coefficients pro- 
portionnels repr^sentent la m6me courbe ; il en resulte qu'une 

courbe d'ordre m ne depend que des i rap- 
ports des coefficients de son Equation a Tun d'eux; pour de- 
terminer une courbe d'ordre m, il faudra done en general se 

donner — — i = — conditions. 

Theoreme. — Par — points donnes, on peut tou- 

jours faire passer au moins une courbe d'ordre m. 

Soit, en effet, 

liquation g^n^rale d'ordre m ; si l'on y remplace successive- 
mentaret^par^^^parxa^a,...,^,^, ou;x— m (™ -*-') , 

on aura [x Equations donnant en g£n£ral des valeurs determi- 
nes pour les rapports des coefficients ay ; les rapports de ces 
coefficients cesseraient d'etre bien determines, si les mineurs 
du determinant 

ym xym-l m # # x m ym-l . . . i 

\fftt ~ v"*~l fftlt '%fttl—.\ f 

J\ *IJ \ ••• *i J\ "• * 



J\k ^fJU/ll ••• ^Ji J\L 
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relatifs aux £l£ments de la premiere ligne, £taient tons duIs. 
Mais alors les coefficients a/y auraient des rapports hide* ter- 
minus et le systeme admettrait une infinite de solutions. Ains! 
le the'oreme se trouve etabli. 

Nous montrerons toutefois que, lorsque la solution est 

unique, la courbe passant par — — t points donnls peut 

n'fitre pas irr^ductible} nous montrerons ensuite dans quels 
cas la solution peut £tre multiple. 

Theoreme I. — Si par — — -points donnes on peut 

/aire passer une courbe C unique d'ordre m, et si par mi 
ces points il y en a plus de mp sur une courbe C d'ordre p, 
la courbe C se decompose en une courbe d'ordre p et en une 
autre d'ordre m — p. 

En effet, la courbe C coupe C en plus de mp points j ces 
deux courbes doivent avoir des Equations r£ductibles, leurs 
premiers membres ont des facteurs communs ; si la courbe C 
est une courbe irr6ductible, le premier membre de son equa- 
tion divisera le premier membre de liquation de C, et par 
suite C se d£composera comme il a 6l6 dit. 

Theorems II. — Si } parmi les — points qui deter- 

minent une courbe C d'ordre m, il y en a plus de 

(p — \)(p — i) 



mp 



2 



sur une courbe d'ordre /?, elle est decomposable. 
En effet, supposons qu'il y ait 



mp — ^- / -^- ' ■+■ 1 

r 2 



points sur une courbe A d'ordre p ; par les 



m(m-4-3) _ ^ (p — i)(/? — 2) __ i = (m — p)(m— /> + 3) 

a r ' a a 
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points res tan is, on pourra faire passer une courbe d'ordre 
m — p. Cetle courbe jointe a A formera une courbe d'ordre 
m, passant par les points donn£s; si done la courbe C est 
unique, elle est decomposable. 

En g£n£ral, deux courbes d'ordre m se coupent en m* 

points et Ton a m 2 > — -; en efTet, celte formule revient 

am 2 — 3m^ o ou a m>3 et, si l'on suppose m>3, il est 

facile de prouver que — points ne d^terminent pas tou- 

jours une courbe d'ordre m. On a en effet le theor£me suivant : 

Theoreme III. — Toutes les courbes d'ordre m, passant 
par — * - — i points donnes, passent par 

/n(/n-t-3) (m — \)(m — i) 

m ! - -f- 1 = v = — — 

2 1 

autres points fixes. 

En effet, soient <p = o, ty = o les equations de deux courbes 
d'ordre m passant par les points donnas; <p -+- X^ = o repre- 
sentera une courbe passant par les m£mes points et pas- 
sant en outre par les m 2 + i autres intersections 

de <p = o, ty = o. 

Or <p -f- X^ = o est liquation g£n£rale des courbes passant 
par les points donnas, parce que rind£lermin£e X permet de 
faire passer cette courbe par un point determine; elle pas- 

sera alors par — points donnes ( l ). 

On comprend done que, si, parmi les — points don- 
nas, il s'en trouvait un appartenant a toutes les courbes pas- 
sant par -' — i d'entre eux, les points donnas fourni- 

raient un r£sultat ind£termin£. 



(*) Cette proposition n'est pas vraie d'une facon absolue (voir Societe 
mathematiqut de France, t. V, p. 160 : Sur un theoreme d'Algebre, par 
M. Halphen. 
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Theoreme IV. — Si Von connatt — — i des points 

d y intersection de deux courbes d'ordre m, on trouvera par 

cela mime les m 2 4- 1 = ^ m ~ tt autres 

points d f intersection. 

En effet, il suffira de former liquation de deux courbes 
d'ordre m, cp = o, ^ = o passant par les points donnas;. les 
intersections de ces deux courbes fourniront les points cher- 
ch6s. 

Si Ton applique les principes precedents aux coordonndes 

tangentielles, on voit qu'il faudra — tangentes pour 

determiner une courbe de m i<hnc classe, que liquation generate 

des courbes de m iime classe ayant — i tangentes com- 
munes est de la forme <p + X^, .... 

Sans qu'il soit n£cessaire d'insister beaucoup sur ce point, 
il est Evident que les raisonnements que nous venons de faire 
s'appliquent aux points r£els ou imaginaires, situ£s a distance 
finie ou infinie; mais il y a quelques modifications a intro- 
d ui re quand on fait intervenir les points singuliers et nous 
allons nous y arr£ter quelques instants. 

XVII. — Nombre des conditions imposees par la donate 

d'un point singulier. 

Nous avons vu que, dans une courbe alg^brique 

/tor* *) = °> 

un point singulier £tait caract£ris£ par cette circonstance que 
Ton avait pour ce point, a la fois, 

/i = o, /* = o, /» = o; 

en g£n£ral, ces trois equations ne peuvent 6tre satisfaites a la 
fois, et les courbes alge&riques n'ont pas de points singuliers. 
Toutefois, ces Equations pourront 6tre satisfaites pour des 
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courbes particulieres qui jouiront de proprietes plus simples 
que celles de m^me degre" qui sont d^pourvues de points 
singuliers. 

Au point de vue analytique, nous classerons les points sin- 
guliers en : 

Points doubles, pour lesquels on aura seulement 

(1) /i = o, /j = o, / 8 = o. 

Ainsi nous rangeons parmi les points doubles les points iso- 
les, comme les points de rebroussement ordinaires, com me 
les points 011 deux branches replies de courbe viennent se croi- 
ser. II y a plus, nous rangerons aussi parmi ces points ceux 
ou une courbe imaginaire presente le caractere analy- 
tique (1). 

Les points triples sont ceux ou Ton a non seulement les 
relations (1), mais aussi les relations 

et ainsi de suite. Un point de rebroussement sera un point 
singulier pour lequel deux tangentcs seront confondues. 

Ces points multiples pourront d'ailleurs £tre silues a dis- 
tance finie ou infinie. 

Uresulte de la que la donneed'un point multiple d'ordrc 
p pour une courbe algebrique equivaut d la donnee de 

p( p~-i) 

points simples ou, si Von veut, equivaut a un nombre egal 

de conditions. 

En effet, se donner un point d'ordre />, e'est se donner les 

relations 

/ = o, /i = o, /j^o, / 3 = o, 

f\ 1 = Of fit = o, , fzi = o, 
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comprennent toutes les autres, et par consequent se r^duisent 
au nombre des termes d'un polynome de degre p — i homo- 

g&ne a trois variables, a savoir *-^- — — • 

La donn^e d'un point singulier peat equivaloir a un plus 
grand nombre de conditions, si ce point est un point de 
rebroussement. Ainsi, par exemple, la donnee d'un point de 
rebroussement ordinaire fournira les conditions 

/i = o, /, = o, /, = o, 

celte donnee £quivaudra alors, non plus a trois conditions, 
mais bien a quatre. 

En g£n£ral, si, en un point singulier d'ordre p, a branches 

ont une m£me langente, il faudra £crire d'abord les f-^- 

conditions exprimant que le point est d'ordre /?, puis les 
a — i Equations exprimant que liquation du faisceau des tan- 
gen tes a une racine d'ordre de multiplicity a. 

Des observations analogues pourraient £tre faites au sujet 
des tangentes singulieres. 

XVIII. — Intersections de deux conrbes algebriques. Etude 

d'nne intersection en particulier. 

Deux courbes d'ordre m et n se coupent en general en tnn 
points; mais le nombre de ces points peut £tre moindre et, 
pour que l'on puisse dire que les deux courbes se coupent 
toujours en mn points, il faut compter certains points com- 
nouns plusieurs fois. Ainsi deux courbes presentant un con- 
tact se coupent re'ellement en deux points confondus en ce 
point de contact. 
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Considerons, en general, deux courbes ayant un point sin- 
gulier commun. 

Prenons pour origine des coordonn^es le point singulier 
en question; les Equations des deux courbes pourront se 
mettre sous les formes 

(0 ?/(*i y) ■+• ?/+i (*, y) -+■ ?/+«(*, r) -+-... = o, 

(*) 4v(*, r) -+- <W+i(- r > y) -+- <W+«(*, ^) -+-..- = o, 

<p/, f/ + i , . . . designant des polyndmes homog&nes de degr^s /, 
* -f- 1, . . ., el <jjy, <|v+i, • . • designant des polyndmes homo- 
genes de degr£sy, J + 1, .... La courbe (1) aura alors a 
1' origine un point multiple d'ordre i et la courbe (2) un point 
multiple d'ordre y. 

Si nous posons - = £, nous pourrons 6crire (1) ainsi 

a?'<p/(i, *)-t-« /+ ' i f/4-i(i, *)-♦-. .. = 
ou 

(3) <p,(i, o-*-*?/+i0i 0-+---- = o; 

pour a: = o, cette Equation se reduit a y/(i , *) = o et, par suite, 
i racines de cette Equation se reduisent pour x = o aux * ra- 
cines a a 2 , . . . , a/ de fi(i, *) = o. Ces i racines pourront 
£tre representees par a K + e 4 , # 2 + e 2 , . . . , e<, e 2 , ... desi- 
gnant des quantity infiniment petites pour x voisin de o. II en 
r^sulte que, dans Inequation (1), i racines^ seront represen- 
tees par a K x-\-t K x, ..., a£X-\- six; or si, pour abreger, 
on represente par W(x, y) le premier membre de (2), la 
resultante de (1) et (2) sera 

*F(ar, a t x^- Bitf).. . V(ar, a/a?-h tfx) Q = o, 

Q designant un produit de facteurs, tels que ^(a?,^), dans 
lesquels y^ designe une quantite finie pour x = o. On pourra 
done ecrire cette resultante ainsi 
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ou bien 

TT[ar/^ y (i, a v -h e v ) -+- xi^ <Jv-m(i, av + 6v) H-...] Q = ° 
ou enfin 

xVl |[^y(i, #v-H £ v )-+- #<J7-h(i, «v-*- e v) ■+•• . .] Q = ° 
ou encore 

(4) ^ y J~J[47( f > a v) -+■ £ v +y(' » a v)-H- . . -4- a% +l (l, a v ) -h. . .] Q = o. 

Les termes da degre" le moins £leve* dans la r£sultante conlien- 
dront done x*J en facteur; done : 

Deux courbes qui, passant en un m&me point M, ont 
en ce point Vune un noeud d'ordre i et V autre un noeud 
d'ordre j doivent 6tre considerSes comme se coupant au 
moins en if points corifondus. 

Mais il n'y aura pas, en general, contact. 

Si Tune des quantites ^y'O? #v) s'annulait, les Equations 
©,(i, t) = o et ^y(i , t) = o auralent la racine commune a v ; 
or ces equations sont les equations aux coefficients angulaires 
des tangentes aux nceuds des deux courbes : les courbes (1) 
et (2) auraient ainsi une tangente commune; pour voir ce 
qui arrive dans ce cas, il convient d'eValuer e v . A cet effet, 
remplac.ons dans (3) t par a v -f- e v ; nous aurons 

9/(1 » <* v -h *v) -t-#«p/+i(i, a v -h e v ) -+-...= o 

ct, en de 1 veloppant par la formule de Taylor, 

(5) «?/(i, Ov)-HSvf'/(i> Ov) + ...-+-* <?/-h(i, a v )-^... = o; 

Oi(i , ay) £tant nul, on en conclut, aux termes du second ordre 
pres, 

• _ ? /-n(l,gy) 

£ v sera done, en general, proportionnel a x et de la forme 

b^x-\- e'vXj e' s'annulant encore avec x\ toutefois cette con- 

L. — Traite d' Analyse, II. i3 
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elusion serai t en defaut si <j>/(i, ch) £tait nul. 11 fa ud rait alors 
prendre un plus grand nombre de termes dans la formule (5) 
el determiner le degre* de e par rapport a #, par la m^thode 
de Minding. 

Supposons done d'abord e v = b y x -f- e[x et ^y( i , Oy) = o, 
y,(i , a v ) = o. Non seulement les courbes ont un noeud com- 
mun, mais encore une tangente commune ; la formule (4) con- 
tieiidra alors en facteur a?* + / +l , et Ton voit que : 

Si deux courbes possident en un point M des noeuds a 
i branches et a j branches, elles devront etre considiries 
comme ay ant i-hj points confondus en M, plus autant de 
points confondus avec ceux-ciqu elles auront de tangentes 
communes en M. 

Si Q/(i| « v ) etait nul, la tangente correspondant a la direc- 
tion # v serait une tangente double ou, si l'on veut, une tan- 
gente de rebroussement;e v serait deTordre-jenx; l'exposant 
de x i+ J se trouverait encore augment^ d'une unite si Ton 
avait »}y(i , Oy) = o et de deux unites si Ton avait ^y(i , a v ) = o. 
Nous ne pousserons pas maintenant la discussion plus loin. 

XIX. — Des emanants et des polaires. 

Si Ton fait 

d f d f d f 

P/sera ce que l'on appelle le premier imanant de la fonc- 
tion homogenc/(#, y, z) 9 les quantity P 2 /, P 3 /, . . . seront 
son second, son troisieme, . . . imanant (t. I, p. a5o). 

Les emanants sont ividemment des covariants. Voici 
une autre propridte dont nous ne tarderons point a recon- 
naitre rimportance. Posons 
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et supposons la fonction/ enti&re et de degre m ; nous aurons, 
par la formule de Taylor, 

si nous egalons les termes de degre n en x , y Q} . . . , qui sont 
a la fois de degre m — n en x 9 y, z, . . . , nous aurons 

p* Qm-n 



1.2.3. ../i 1.2.3. . . (m — n) 

c'est la propriety que nous voulions etablir. 
Supposons maintenant que 

soit liquation homog£ne d'une courbe de degre m; les 
courbes representees par les Equations 

P/=o, PV=o, ..., P»/=o, ..., P*-«/ = o 

seront ce que Ton appelle la premiere, la seconde, ... la 

(m — iye«n« polaire de la courbe /= o par rapport au point 

(ar ,J"o» £o),quiportealors ' e nom depdle. Nous dirons aussi 

que P/= o est la polaire de degre m — i , . . . ; V m ~ 2 f= o 

sera la polaire conique, P"*~ l /= o sera la polaire droite 

ou du premier degr^. Les equations des polaires peuvent, 

en vertu de la propriete demontree tout a Theure, s'ecrire 

aussi 

Q«-«/=o, Qm-«/ =0 , ..., Q/=o; 

ainsi les equations de la /i k ' me polaire sont a volonte 

P n /=°» Q w -V = ° 



ou 



( x 3L+ y 3L+ M iL\ 

\ dx J dy dz J 



= o. 
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On tire de la cette consequence : 

Si le point ( x , y Qj z ) est sur la polaire de degri n du 
point (#, JK, z), le point {x,y y z) sera sur lapolaire de degri 
m — n du point (# > JKo> z ). 

On sait que la polaire d'ordre m — 1 est la courbe qui passe 
par les points de contact des tangentes que Ton pcut mener 
du point (# , j , z ). 

On sait aussi que, dans le cas ou la courbe est du second 
degr£, la polaire unique est une droite et que cettc droite a 
indifftremment pour Equation 

P/=o 
011 

q/=o. 

XX. — Definition geometrique des polaires. 

Les polaires jouent un rdle important dans la th£orie des 
points singuliers, et il est bon, apr&s en avoir donn£ la defi- 
nition analytique, d'en donner aussi une definition purement 
geometrique. 

Considcrons m points en ligne droite A 4 , A 2 , . . ., A m et 
un point M situ£ sur la m6me droite; soit MA/ = 77, determi- 
nons un point M' tel que, en posantMM'= r, on ait 



mil 1 

- = 1 H...-K — ou 

r r x r, r tn 



2(?-i) =o; 



le point M' sera dit conjugui harmonique par rapport aux 
points A,, A 2 , . . ., A ro . Deux points, M', M", seront definis 
par la relation 

+* \r ~~ n) \r ~~ rj) ~ °' 

on les appelle conjugues harmoniques du second ordre du 
point M. Les points conjugues d'ordre n sont au nombre 
de n et definis par la relation 

lc nombre des facteurs sous le signe 2 etant n. 
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Nous poser on s 

L'equation /( -. ) = o aura pour racines les distances MA,, 
MA 2 , . . . , MA m , et si Ton observe que 

J \r) ~~ 2d\r ~~ n/\r ~~ r~j)'"\r ~~ r/J' 

le nombre des facteurs sous le signe 2 etant m — 1, on voit 
que /'( - ) = o fournira les points conjugu£s d'ordre m — 1 , 

/"(- ) = o fournira les points d'ordre m — 2, enfin 

/-•(J) =0 

fournira le point du premier ordre. 
Ceci pos£, soient 

liquation rendue homogene d'une courbe d'ordrc m, et 

un point quelconque de son plan; par ce point, menons une 
serie de s£cantes et cherchons sur ces s£cantes le lieu du point 
conjugue d'ordre n du point (^r , j' > «o)« A cet effet, posons 

x = x Q -+■ ra, y = y -h rb, z = s -h re, 

c d£signant une quantite nulle que nous introduisons pour la 
sym6trie; r sera la distance du point (x >J>'o> *o) au point 
(x,y, z) 9 et liquation 

f(x ■+- ra, y -4- rb, z Q -+- re) = o 

fera connaitre les distances r du point (x<^y 0} z ) aux points 
d'intersection de la s£cante issue de(x 0i y 99 z o) sous l'incli- 
naison a, b avec la courbe. 
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Cette Equation peul s'6crire, en divisant par r m , 

Les conjugu6s harmoniques d'ordre m — n du point 

seront donnas par la formule 

rfV 



('jy 



= o 



ou 




pour en avoir le lieu, il faudra £liminer de la a, b 7 c en les 

remplagant par -, - — — > -, ce qui donnera, en 

remarquant que r disparait, 

Ainsi : 

La polaire droite du point (x 0f y , z ) est le lieu des con- 
juguis harmoniques du premier ordre de ce pointy la 
polaire conique est le lieu de ses conjugues harmoniques 
du second ordre, et ainsi de suite. 

XXI. — Proprietes des polaires. 

Si un point M' est conjugu6 harmonique d'ordre n du 
point M par rapport a m points A 4 , A 2 , . . . , A m , le point M 
sera conjugu6 harmonique d'ordre m — n du point M' par 
rapport aux m£mes points. En effet, le point M' est d^fini par 
liquation 
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Prenons pour origine le point M' et posons WAi^= r 
M'A 2 = r' 2 , ... et M'M = r f = — r, nous aurons 

r/=MA/ = MM'+M'A/ 

ou 

r, = — r'+r'i\ 

la formule (i) devient alors 



ou 



2 



7' 7 7? 7? ' ' * 7? ? = ° 



ou encore 



2_J L__ * rt 
. . . = o. 
1 LJL_JL 1 L 



r\ r' rj r r k 



Si Ton multiplie cette Equation par 
elle prend la forme 

le nombre des facteurs sous le signe 2 etant m — n. Le lh£o- 
reme enonce" se trouve done d6montre\ De la d^coule cette 
proposition, de'ja d£montr£e pour une courbe d'ordre m : 

Lorsque le point MI se trouve sur la polaire d'ordre n 
du point M, le point M se trouve sur la polaire d'ordre 
m — n du point W. 

De la d£coule aussi cet autre the'oreme : 

La polaire droite d'un point Mpar rapport & une courbe 
d 'ordre mposs&de, outre le point M, (m — i) 2 — i autres 
pdles, en tout (m — i) a . En effet, le point M' decrivant la 
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polaire droite de M, le point M se trouvera sur les polaires 
de degre* m — i du point M'; ces polaires forment done un 
faisceau passant par (m — i) 2 points fixes qui sont autant de 
poles analogues a m. Ce th^oreme est facile a gen£raliser. 

XXII. — Influence des points singuliers sur la classe d'une courbe. 

Je rappelle que la classe d'une courbe est le degre de son 
Equation tangentielle ou, si Ton veut, c'estle nombre des tan- 
gentes qu'on peut lui mener par un point donne. 

Theoreme I. — La polaire de degri m — i d'une courbe 
de degre m, relative a un point M, passe par les points de 
contact des tangentes issues de M (x ,^'o? s ). 

Ce the*oreme, d&ja d6montr£, r£sulte de ce que liquation 
de cette polaire est 

df df df 

et que cette Equation exprime aussi que la Ian gen te en M 
passe en x , y Q , z . II r£sulte aussi de ce que, quand sur rn 
points en ligne droite deux sont confondus, un de leurs con- 
jugu£s harmoniques d'ordre m — i coincide avec eux. 

Theoreme II. — La classe d'une courbe d'ordre m est en 
general m(m — i). 

En effet, la polaire de degre* m — i coupe la courbe propo- 
sed en m (m — i) points (deja d£montre* avec plus de details). 

Ce theoreme est soumis a quelques restrictions ; e'est ce 
qui va r^sulter des theoremes suivants : 

Theoreme III. — i° Tout point singulier d'une courbe 
de degri m appartient & la polaire de degre m — i d'un 
point quelconque duplan. 

2° Tout point triple de la courbe est un point de sa 
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polaire de degre m — 2, et un point double de la polaire 
de degre m — 1 d'un point quelconque duplan. 

3° Tout point quadruple est un point de la polaire de 
degri m — 3, unpoint double de la polaire de degre m — 2, 
un point triple de la polaire du degri m — 1 d'un point 
quelconque duplan, etc. 

En effet : 

1 ° Un point de la courbe /= o, pour lequel on a 

/1 = o, ft = o, f 3 = o, 

appartient a la courbe 

^o/l -H70/2 -4- Z0/3 = o, 

qui est la polaire d'ordre m — 1 du point quelconque 
2 Un point triple de la courbe, pour lequel on a 

appartient a la courbe 

qui est une polaire de degre* m — 2 ; en ce point on a aussi, 
quels que soient x 0j y 0j z 0y 

-fa (*o/i -*- ^0/2 ■+- *o/») = o> 

d - (*o/i -*-.To/i +• *o/») = o ; 

et la polaire du degre* m — 1 y possede un point singulier, et 
ainsi de suite. D'ailleurs, la th^orie des points conjugu^s 
cooduirait au me* me r^sultat. 

Theoreme IV. — Quand la courbe possede un point de 
rebroussement oil en general un point singulier avec deux 
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tangentes confondues, la polaire de degre m — i est tan- 
gente en ce point d, la courbe. 

En effet, prenons le point singulier pour origine; 1' equa- 
tion de la conrbe sera de la forme 

<p*, <p k+t , • • • d^signant des fonctions homogenes de degres k, 
k -t- i , . . . ; liquation des tangentes au noeud est 

<P*(*>7) = °- 
Liquation de la polaire du point (x , y^ z ) est 

-+- z [(m — k)z m - k - x yk~+-- -.]; 
les termes du degr6 le moins £lev6 en x ety sont 



--*(*• S-"t> 



done (ce que Ton savait ddja) la polaire passe par les points 
singuliers, puisque k est au moins 6gal a 2, si l'origine est un 
point singulier; de plus (ce que Ton a vu £galement tout a 
l'heure), la polaire possede a l'origine un point singulier d'un 
ordre imm£diatement inferieur a celui que possede la courbe, 
en fin les tangentes au noeud de la polaire sont donnees par 

*, $* +y 5* = o. 

dx J dy 

Or, si <p*= o possede une racine double et si, dans ce cas, la 
courbe propos^e a deux tangentes confondues ou un rebrous- 

sement, cette racine est simple pour-^ et pour-^*, et par 

suite la polaire a pour tangente la tan gente double du noeud. 

C. Q. F. D. 

Theoreme V. — Une courbe d'ordre m est en general de 
la classe m(m — 1), mais la presence d'un point double 
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abaisse la classe de deux unites, celle d'un point de 
rebroussement ordinaire V abaisse de 3 unites, celle d'un 
point dont Vordre de multiplicity est n V abaisse au moins 
de n(n — i) unites. 

Cela d^coule des th^oremes pr£c£dents : en effet, nous avons 
vu que, si d'un point M on mene des tangentes a la courbe, 
lous les points de contact appartiennenta la polaire de degre" 
m — i du point M; si la courbe n'a pas de points doubles, 
les m(m — i) points d'intersection de la courbe et de la 
polaire fourniront m(m — i) tangentes; mais, si la courbe a 
un point double, la polaire passera par ce point, et la droite 
men£e du point M au point singulier ne sera pas une tangente 
proprement dite. Ilya plus, la courbe, dans le voisinage du 
point double, coupera la polaire en deux points confondus, 
et deux tangentes disparaitront : ainsi la presence d'un point 
double abaisse bien la classe de deux unites. Si le point double 
en question £tait de rebroussement, la courbe et la polaire 
seraient tangentes et par suite se couperaient en trois points 
confondus : la classe serait done abaissee de trois unites. Enfin, 
un point d'ordre de multiplicity n etant un point d'ordre 
n — i pour la polaire, la courbe et sa polaire se coupent en 
ce point en n(n — i) points confondus, et la classe s'abaisse 
de n(n — i) unites au moins ; je dis au moins, parce que, si le 
point multiple consid£re* avait des tangentes multiples, la 
courbe et la polaire auraient des contacts qui augmenteraient 
le nombre de leurs points communs confondus. 

Remarque. — Dans les raisonnements qui precedent nous 
avons fait usage de la polaire d'un point arbitraire, et e'est 
ce qui en fait la force ; nos conclusions pourraient tomber en 
d£faut si le p61e £tait choisi d'une maniere particuliere. Exa- 
minons, parexemple, ce qui arriverait si on le choisissait sur 
la courbe m£me. 

Prenons pour origine le p61e : liquation de la courbe se 
pr£scntera sous la forme 

*"*-*¥*(*, y)+ s™-*- 1 ¥*+!(#, 7)-+-. . .-+- cp m (ar, y) = o; 
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Torigine est un noeud si k > i . La polaire de degr6 m — i de 
l'origine aura pour Equation 

(m — k)z m - k - l yk(&> y)-h z m - k -*(m — k — O^pjH-itojO-t-- . . = o. 

On volt qu'elle a les m£mes tangentes que la courbe propo- 
see et que le nombre de points communs aux deux courbes 
estbien sup^rieur a ce qu'il est dans le cas general. La seconde 
polaire a pour Equation 

(m — k)(m — k — i)z m - k -*ojL.(x,jr)-h. . . = o; 

elle a done aussi les m£mes tangentes que la courbe propos^e 
si m — k — i > o ou si m ^> k -f- i , sinon cette polaire a 
une forme indetermin^e. 

Pour ne pas pousser trop loin cette discussion, conside- 
rons un point ordinaire de la courbe et prenons ce point pour 
origine. L'equation de la courbe sera 

y =/3 m-i ?1 ( ir> 7)-h*»*-*cpj(^7)-4-...-h ?m (r,7) = o. 

La polaire droite aura pour Equation 

t)m-\ f 

ce sera la tangente a la courbe elle-meme. La polaire conique 
aura pour equation 

m _ 2 d" 1 -*/ _ 

Z o dz^i - ° 

ou 

(/?i — J)(m — 2). . . 2 5 <p! (a?, /)-+-( tfi — 2)(m — 3). . .2. i.<pj(#,/) = o 

ou 

(m — 1) <pt (x, y) -+- <p s (x, 7) = o, 

et il est a remarquer que, si la courbe a un point double, l'e- 
quation de la polaire conique se r£duit a 

e'est-a-dire a un sysleme de deux droites. La polaire du troi- 
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si6me degr6 d'un point triple se r£duirait a trois droites, et 
ainsi de suite. 

On voit qu'en g£n£ral un point multiple d'ordre p d'une 
courbe se comporte comme un point ou seraient condenses 
p points dela courbe. Cetteremarque est la source d'un grand 
nombre d 'applications; montrons par quelques exemples son 
utility. 

Si une courbe du second degr<* a un point double, une 
droite passant par ce point nc la coupe plus, a moins de la con- 
fondre avec elle; done la courbe doit se decomposer en deux 
droites. 

Si une courbe du troisi&me degr£ a un point double, une 
droite passant par ce point ne la rencontre plus qu'en un seul 
point; il en r£sulte qu'en prenant ce point pour pdle, liqua- 
tion de la courbe en coordonn£es polaires contiendrale carr£ 
du rayon vecteur en facteur; on pourra le supprimer et l'equa- 
tion pourra £tre r^solue par rapport au rayon vecteur. 

Une courbe du troisiime degre nepeut avoir deux points 
doubles, car la droite qui passerait par ces points doubles 
rencontrerait la courbe en quatre points et par suite ferait 
partie de la courbe qui se d£composerait en une conique et 
une droite. 

Une courbe du quatrieme degri ne peut avoir plus de 
trois points doubles, car si elle en avait quatre, une conique 
passant par ces quatre points et par un cinqui£me point la 
couperait en neuf points; elle ferait done partie de la courbe 
qui se d£composerait en deux coniques. Nous g£n£raliserons 
plus loin ces r£sultats. 



XXIII. — De la hessienne et de l'inflnence des points singuliers 

8ur les points d'inflexion. 



Nous avons vu que les points d'inflexion d'une courbe de 
degr6 m, 
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£taient donnas par celte Equation et par liquation 

fu f\\ /is 

fu fa /« =o, 

/31 /si fa 

que nous ecrirons pour abr£ger 

H=o. 

H = o repr^sente une courbe de degr£ 3(m — 2), sur laquelle 
se trouvent les points d'inflexion, qui par suite sont au 
nombre de3m(m — 2). On a donn£ a cette courbe lenomde 
hessienne de/= o, et l'on peut en donner la definition g£o- 
m^trique suivante : 

La hessienne d'une courbe est le lieu des points pour 
lesquels la polaire conique se riduit & deux droites. 

En effet, la polaire conique du point (#, y^ z) a pour equa- 
tion 

XVn -+- Y«/„ -f- Z«/ii ■+• ^ YZ/ 23 -4- aXZ/„ -4- aXY/,, = o, 

X, Y, Z d£signant les coordonnees courantes. Pour que cette 

conique se r6duise a deux droites, il faut que Ton ait pr£ci- 

sement 

H=o. 

Ainsi Ton peut dire que la hessienne est le lieu des points 
pour lesquels la polaire conique a un point singulier \ on peut 
dire aussi que : 

La hessienne est le lieu des points singuliers de la pre- 
miere polaire de la courbe proposee. 

Et, en effet, si l'on d^signe par (x , y , z ) les coordonnees 
du p61e, Inequation de la polaire du(n — iycme J e g r £ ou <j e | a 
premiere polaire sera 

*o/i -+-7o/i ■+■ *o/s = o. 
Exprimons que le point x, y, z est singulier; pour cela, il 
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faudra ^galer a z^ro les deriv£es du premier membre de cette 
Equation, prises par rapport a x, y 9 z, ce qui donnera 

#o/n -+-^o/n ■+■ -So/is = o, 
#0/11 -»-7o/«2 ■+■ ^0/13 = o, 
#o/»i -+-70/32 ■+■ ^0/33 = o. 

En £liminant x 09 jKo? z o entre ces Equations, on a lelieu des 
points singuliers dela premiere polaire. Ce lieu, com me on le 
voit, n'est autre chose que la hessienne. c. q. f. d. 

La th^orie des polaires permet d'ailleurs de retrouver direc- 
te'ment la formule H = o. En effet, si Ton prend un point d'in- 
flexion pour origin e et la tangente en ce point pour axe des 
x y Fequation de la courbe prend la forme 

z m ~ l y -+- z m - % (ay % -+- bxy) -4- z m ~ z <p s -+-... -+- <p, w = o, 

de telle sorte que, pour j' = o, liquation en x ait une racine 
triple e*gale a z£ro. La polaire conique de l'origine est 

(m — i)(/w — 2) . .. %yz-\-{m — %).. .*,i{ay*+- bxy) = o\ 

cette Equation repre"sente deux droites dont Tune est l'axe 
des x. 

Re'ciproquement, si la polaire conique repre'sente deux 
droites, on peut supposer que Tune soit Taxe des x ety sera 
facteur dans liquation de la polaire conique, a savoir dans 

m / t , et par suite dans les deux premiers termes de/; en effet, 
^4 <kant <§gal a pyz 4- ay* + byx, j^ sera <*gal a 

py 1- -±.( a y 2 -j- bxy)z -h <p 3 , ou <p 3 est un polyn6me de degre 

3 en x et y. En remontant ainsi jusqu'a/, on voit que j' res- 
tera facteur dans les deux premiers termes ; par suite, pour 
y = o, on aura trois racines nulles en x, et le point en ques- 
tion sera un point d'inflexion. On voit done que les points 
d 'inflexion appartiennent au lieu des points pour lesquels la 
polaire conique se reduit a deux droites, lieu dont liquation 
est ^videmment H = o. 
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Theoreme. — i° La hessienne d'une courbe passe par 
ses points singuliers ; 2° les points singuliers de la courbe 
sont singuliers pour la hessienne ; 3° les tangentes au nceud 
sont les mimes pour les deux courbes. 

D'abord, si Ton a f K = o, f 2 = o, / 3 = o, il est facile de 
constater que Ton a H = o; cela resulte de ce que les Equa- 
tions f K = o, / 2 = o, / 3 = o, qui sont celles d'un point singu- 
lier, peuvent s'Ecrire 

*fn -Hj/n ■+■ */i3 = o, 
vfw+yfm + s/ n = o, 

*fii •*-?/** -*- x fi* = °> 

et, pour que ces equations aient lieu en m£me temps, il faul 
que H = o. Plagons I'origine en un point singulier; l'equation 
de la courbe sera 

/= z m - k *?k(x, /)-+- z**-*-* ©am-i(^, y)+- . . + «p«(^t y) = o. 

fieri vons-la ainsi 

z m - k y(x f y) -+- 6 = o, 

en mettant o au lieu de cp*; on aura 

z m-ky n .+. e,, *»*-*<p 12 -+- 0„ *'»-*-* <pi (m — A) -+- l3 



H = 



et les termes du degre* le moins eUeve* dans H seront, en sup- 
posant z = i et en negligeant les facteurs constants, 



(0 



<p»i <p« ©i 

?i ?i (in — A:— i)<f> 



Si <p est du second degrE, les termes du degre le moins 6leve 
dans H seront aussi du second degre" et la hessienne aura 
aussi un point double. Si <p est du troisieme degr£, la courbe 
proposed a un point triple, les termes du degre le moins 6lev6 
dans la hessienne seront du cinquieme degre et elle aura un 
point quintuple, etc. 
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Quand le noeud est seulemenl un point double, cp peut £tre 
pris £gal a xy et le determinant (i) prend la forme 



1 y 

1 o x 

y x (m — 3)xy 



= —(m — 5)xy, 



et la hessienne a les m£mes tangentes que la courbe proposed. 

Si 1'on suppose <p =y 2 9 la courbe poss£dera un rebrousse- 

ment et le determinant (i) devient nul; il faut alors avoir 

e*gard aux termes en 0; liquation de la courbe peut s'e'crire 



et Ton a 



z m-2yi _!_ z m-% 6 -+- . . . = o, 



H = 



z m -*§xi iz m - % 2.(m — i)z m ~*y 

(m — Z)z m - l >§ i iy(m — i)z m -* (m — 'S)(m--i)z m - 1 *y i 



ou, en n'ecrivant que les termes du degre* le moins £lev£, et 
en n£gligeant un facteur constant, 

La hessienne a done un point triple et deux tangentes com- 
munes avec la courbe propose* e. 

De la r£sulte que la presence d'un point singulier fait 
apparaitre dans la hessienne un autre point singulier : 

i° Si le point singulier est un point double ordinaire, la 
hessienne a un point double et deux tangentes communes 
avec la courbe, ce qui fait six points confondus avec celle-ci ; 
done: 

Un point double ordinaire fait disparattre six points 
d' inflexion. 

2° Si la courbe proposed a un rebroussement ordinaire, 
la hessienne a, en ce point, un point triple et deux tangentes 
communes, ce qui fait huit points communs confondus ; done : 
L. — Traite d' Analyse, II. i4 
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Un point de rebroussement ordinaire dans une courbe 
fait disparattre huit points d 'inflexion. 

3° On verrait, (Tune fa^on analogue, que la presence d'un 
point triple fait disparaitre au moins quinze points d'inflexion 
de la courbe propos^e. 

Remarque. — Une courbe du troisieme degr£ a 3.3. i = 9 
points d'inflexion; mais, quand elle a un point double, ellc 
n'en possdde plus que trois, et, quand elle a un rebroussement, 
elle n'en poss^de plus qu'un. 

XXIII. — Formnle8 de Plucker. 

Supposons qu'une courbe ne contienne que des singu la- 
rites ordinaires. Soient 

m son degr£; 

n sa classe; 

3 le nombre de ses points doubles; 

t celui de ses tangentes doubles ; 

i le nombre de ses inflexions ; 

r celui de ses rebroussements. 

Un point double ordinaire abaisse la classe de deux unites 
etun rebroussement ordinaire de trois unites ; donc,le nombre 
qui exprime la classe £tant en general m(m — 1), on aura 

(1) n~m(m — 1) — 28 — 3r. 

La th£orie des coordonn£es tangentielles fournit P equation 
analogue 

(2) m = n(n — 1) — 21 — 3i. 

Un point double fait disparaitre six inflexions, un point 
de rebroussement ordinaire huit; done 3/w(m — 2) 6tant le 
nombre des inflexions d'une courbe qui n T a pas de points 
singuliers, on devra avoir 

(3) i = 3m(m — 2) — 68 — 8r. 
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La th6orie des coordonnees tangentielles donnerait 
(4) r- 3n(/i — a) — 6-r — Si. 

Les formules (i), (2), (3), (4) sont ce que I'on appelle les 
for mules de Pliicker. 

Ces formules (1), (2), (3), (4) ne sont pas distinctes; car, 
en ajoutant les deux premieres, d'une part, et les deux der- 
nieres d'aulre part, apres les avoir multiplies par 3, on ob- 
tient des r^sultats identiques. 

Si une courbe n'a pas de points doubles ni de points de 
rebroussement, les formules (1) et (2) donnent 

n — (m — i)m, r = 3m(m — 2), 

et la formule (2) 

a: = n(n — 1) — m — 3i = m(m — a)(m* — 9). 

Ainsi une courbe de degre* m sans points doubles et sans re- 
broussements a — — tangentes doubles. 



XXIV. — Snr la courbe appelee jacobienne. 

Si Ton considere les trois courbes 

? = °> X = °i ♦ = °» 

et si Ton d£signe toujours les d£riv£es relatives a x, r, z par 
les indices 1, 2, 3, la courbe representee par liquation 

d(x,y, z) 
ou 

sera ce que Ton appelle la jacobienne des trois courbes : 

Quand trois courbes passent par un mime point, la ja- 
cobienne passe par ce point. 
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En efTet, en appelant m, /*, p les degr^s de cp, y, t|>, on a 
si done on design e par J le premier membre de (i), on a 

<Ky, <M d(<k m) , d(o. y) 

Done J est mil quand on a a la fois cp, ^, ^ = o ; done, etc. 

Quand trois courbes de mime degri passent par un 
mime point, la jacobienne a en ce point une singu- 
larity. 

En effet, en differential! I (2), on a 

dJ d d(y y <],) d d(t|i, cp) d d(<p, 7) 

da: T dx d{y, z) *■ dx d(y, z) * 7 ox d(y, z ) 

_ Jrm ^l d (x>*) ^ n & d W> ?> + p W d( ^ x) . 

dj? d(y, z) dx d(y, z) ^ dx d(y } z) 

Or, quand cp, ~fo ty sont nuls, J Test aussi, et Ton a 

(A) x d} = in ** * ( *' * } 1 n **- ^' ?) p ^ d(? * X) 
d# do? d(j^, *) da? d(^, *) ' F dx d(y, z) 

Si done m = n=p, le second membre est £gal a /nJ, e'est- 

a-dire a ze>o, et— > -r-> -r- sont nuls. 

' da? a/ dz 

Si y = oetty = o sont de mime degre n et passent toutes 
deux par un point double de cp = o, la jacobienne dfe cp = o, 
y = o, ty = o aura aussi un point double au mime point, 
et de plus les tangentes aux deux noeuds seront les mimes. 

C'est ce qui resulte de la formule (A) ; en effet, si n =p el 

si -^ = o, on pourra y remplacer m -r 1 A , \ par n -r 1 >, ; 
dx ' r J r dx d(y, z) r dxd(y f z) 

cette formule (A) pourra alors s'^crire 

dJ 
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d'ou Ton conclut que J a ses trois derives nulles. De plus 
(A.) peut s'ecrire 



En diflf^rentiant par rapport a x et y, on a 

[dx* d(y, &) dx dx d(y, z)\ dx* 

<krc>/ ; L^cj^ d(j, *) &r cj^ ^(7, *) J ^7 






et, ail point commun, 



d«FC7 v eJ/aa? a(7, *) 



on a done J n : <p n = J l2 1 <p<2 = J<s 1 <p<s = . . - , ce qui met 
en Evidence Pidentite* des tangentes. 

Enfin on peut encore observer que, si % = o, ^ = o sont 
de mime degr£, la jacobienne touchera ^ = o aux points 
communs. 

En effet, (A) peut s'ecrire, en supposant J = o, 

dx v ' dx d{y, z)' 

en difTeYentiant (2) par rapport ky> on aurait 

X dy-^ m n) dyd{y,z) 
et, par suite, 

^ . ^? _ ^ ^? ^ . ^? 
da? " <fcr ~~ dy ' dy ~~ dz ' dz 

La jacobienne de trois cercles est le cercle qui coupe 
orthogonalement ceux-ci. 

On peut donner cette definition g6om£trique de la jaco- 
bienne : 
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La jacobienne de trois courbes est le lieu des points 
pour lesquels les polaires droites concourent en un mime 
point. 

En effet, ce lieu est donn6 par l'elimination de a, j3, y enlre 



dy ft dy 
dx dy 


*t2 


= 0, 


a — -f- 3 — 
dx dy 




= o, 


a — - - 
dx 


r-3^ 


1 dz 


= 0. 



La jacobienne de <f = o, ^ = o, <t = o es£ auttt /e //ew 
cfes points doubles des courbes comprises sous la forme 

*? -*- MC ■+■ v ^ = °- 

Lorsque le premier merabre de la jacobienne de trois courbes 
est identiquement nul, Tune des courbes, si elles sont de 
mSme degre, doit passer par les intersections des deux autres ; 
ainsi la condition necessaire et suffisante pour que trois 
courbes de mime degre f assent partie d'un faisceau est 
que le determinant de leurs premiers membres soit nuL 

Quand Tune des courbes, ^ = o par exemple, se r^duit a 
une droite, la jacobienne est le lieu des points dont les po- 
laires concourent en des points situ£s sur la droite donnee. 

Quand deux des courbes ty = o, % = o se r^duisent a des 
droites, la jacobienne est la polaire du point de concours de 
ces droites. 

Supposons trois coniques rapportees a un triangle con- 

jugu6 

a x*-hb y*-hc z* = o, 

a' x s -+- b' y* -+- c' z* = o, 

a'x* -h b'y* -+- c'z* = o. 

Leur jacobienne sera 



ax by cz 
a'x b'y c'z 
a'x b'y c'z 



= o ou xyz A = o ; 
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elle se r^duira alors a trois droites, a moins que le determi- 
nant A des coefficients ne soit nul, auquel cas les coniques 
feraient partie d'un faisceau. 

On peut d£finir la hessienne d'une courbe le lieu des points 
doubles de la premiere polaire de cette courbe. 

En effet, si l'on considere la courbe 

(0 / = o, 

sa premiere polaire sera, pour le point (#o»JK<m "o)> 

Pour que cette polaire ait un point double, il faut que Ton 
ait a la fois 

/ 07o/ll T-yo/lt 4- <5<>/t3 — O, 
( 2 ) I Xofu t-Jo/m f *o/« = O, 

\ ^0/31 -+-70/32 -+• ^0/33 = o ; 

r^limination de # , y e , z fournit bien la bessienne. 

La steinirienne d'une courbe est le lieu des points pdur 
lesquels la premiere polaire a un point double ; pour avoir la 
steinlrienne de la courbe ( 1), il faut eliminer x, y y z entre les 
Equations (2), ce qui fournit, en appelant n le degr£ de/, une 
Equation de degr£ 3(ai — 2). 

La cayleyenne d'une courbe est Tenveloppe des droites, 
telles que AB, A ddsignant un point pour lequel la premiere 
polaire de la courbe a un point double B. 

XXV. — Sur le nombre des normales que Ton pent mener 
par un point donne a one courbe algebrique. 

Liquation d'une courbe de degre m 6tant 
(1) / = o, 

liquation de la normale est 

<») <x— >g-<Y-.r)g-o; 
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cette Equation, quand on suppose X, Y donnas, est celle d'une 
courbe de degr£ m qui rencontre ( 1 ) aux points qui sont les 
pieds des normales menses de X, Y a cette courbe (i). Done 
on peut, en g£n£ral, mener m 2 normales par un point donn£ 
a une courbe d'ordre /n. 

Mais, si la courbe (i) a 8 points doubles et r points de 
rebroussement, ces points appartiendront a (2), car (2) est 

satisfaite quand on a -^- = o, -- = o; de plus, il est facile de 

voir que, si le point (#, y) commun aux courbes (1), (2) est 
un rebroussement de (1), les courbes (1) et (2) y ont m£me 
tangente. Supposons en effet que le point (x,y) soit pris pour 
origine, les Equations (1) et (2) s'^criront sous la forme 

X(7/« -h a?/„) — Y(x/ U -4-7/u )-*-... = o. 

La tangente a l'origine a la seconde courbe a pour Equation 
yft* + x f* a = °j car cette quantity est 6gale a yfn -f- xf K \ a 
un facteur pr&s, ind£pendant de x ety, puisque 

x */t 1 -4- 2 xyfn -4- ^ l /« 



est le carr£ parfait de \Jf K K x 4- y/^ly ou , si Ton veut, 

(*Vii+ a^r/u +-7 1 /**) =/7i L/n^ -+-/n7] 1 = • • • ; 

ainsi par un point donn6 on pourra mener, en g£n£ral, 

ni* — 28 — 3r 

normales. Soit n la classe de la courbe : 

n = m(m — 1) — 28 — 3r; 

en appelant N le nombre cherch£ de normales, on a ainsi 

N = m -h n. 

II y a une exception a cette r&gle. Soient T le nombre de fois 
que la droite de l'infini est tangente a la courbe,/? le nombre 
de fois qu'elle passe par les points circulaires de l'infini : la 
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droite qui joindra le point (X, Y) aux points de contact avec 
la droite de Tinfini pourra 6tre consid£r£e comme une nor- 
raale qui ne doit pas compter dans le nombre N ; les droites 
qui joignent le point (X, Y) aux ombilics sont aussi des nor- 
males, puisque les droites iso tropes sont normales a elles- 
m£mes ; ces normales ne doivent pas compter dans le nom- 
bre N, de sorte qu'en r^alite on a 

N = /n-4-/i — T— ip. 

On peut mener quatre normales a l'ellipse par un point 
ext£rieur; si l'ellipse d6gen6re en parabole, on ne pourra 
plus en mener que trois; si elle d£g£n£re en cercle, on ne 
pourra plus en mener que 4 — 2 = 2. 



XXVI. — Snr les developpees des courbes algebriqnes. 

On a vu comment on trouvait liquation de la developp^e 
d'une courbe; le proc£d£ le plus simple consiste a chercher 
Fenveloppe des normales. II s'agit maintenant de trouverle 
degre, la classe et les singularity de la d£velopp£e d'une 
courbe algebrique. 

Nous gen£raliserons a cet effet la notion de d£veloppee 
comme il suit : 

Etant donnas deux points A et B, menons par un point M 
de la courbe S, dont nous voulons etudier la d£velopp£e, la 
tangente; soientTle point oucette tangente rencontre AB etN 
le conjugue harmonique de T par rapport a A et B : MN sera 
la pseudo-normale de S en M, l'enveloppe de cette pseudo- 
normale sera la pseado-developpee de S. 

Cherchons en combien de points la pseudo-d£velopp£e de 
S rencontre la droite AB; soient m le degr£ de S, 8 le nombre 
de ses points doubles, r le nombre de ses rebroussements, i 
le nombre de ses inflexions, n sa classe; soient m r , 8', . . . les 
n ombres analogues pour la pseudo-d£velopp£e S'. 

i° II pourra y avoir un point de S' sur AB, parce que de ce 
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point on pourra mener deux pseudo-normales infiniment vol- 
sines; deux tangentes infiniment voisines au point M de la 
courbe proposed viendront alors se couper sur AB, le 
point M sera un point d'inflexion : le nombre m! se compo- 
sera done de i. 

2° II pourra y avoir un point de S' sur AB si le point M 
est un des points d'intersection de S avec AB; ce point coin- 
cidera avec M et sera un point de rebroussement, la tangente 
en S' sera la droite AB. En effet, a deux points voisins de M, 
dont les tangentes concourront sur AB, correspondront deux 
pseudo-normales passant par un me'me point de AB et infini- 
ment peu inclinees sur AB; chacun de ces nouveaux points 
comptera alors pour trois points d'intersection : m! se compo- 
sera done non seulement de i, mais de 3 m. 

3° Quand une tangente a S passe en A ou en B, la pseudo- 
norm ale se confond avec la tangente : si la courbe S ne passe 
pas en A, il ne se pre'sente rien de particulier; mais, si cette 
courbe passe en A, le point A n'est plus un rebroussement, 
mais un point ordinaire. 

4° Quand la courbe S est tangente a AB en M, le point de 
contact M, qui compte pour deux, ne fournira qu'un rebrous- 
sement. 

En r£sum£, si Ton appelle p le nombre de fois que la courbe 
passe par les points A ou B, y le nombre de points de S con- 
fondus sur la droite AB, on aura 

m! — i+3m — 3/> — 3 q. 

Supposons que A et B soient les ombilics du plan : cettc 
formule aura encore lieu, et la developpee aura son degre* m r 
donne par la formule prece'dente. Mais,/) d£signant le nombre 
defois que la courbe proposed passe par unombilic, 'ip desi- 
gn era le nombre de fois qu'elle passe par les deux ombi- 
lics, et il conviendra d^crire 

m'= i-r-Zm — 3 ( %p -+- q ). 

Soit n' la classe de la d6velopp£e : ce nombre est £gal au 
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n ombre des normales que Ton peut mener par un point a la 
courbe proposed ; done 

n' — m -r- n — (ip — q ). 

Cherchons enfin le nombre i' des points d'inflexion de la d£ve- 
lopple. Ces points ne peuvent provenir de points de la courbe 
proposed situls a distance finie, caril faudraitque deux nor- 
males menses en des points infiniment voisins du second 
ordre fussent paralleles. Mais il pent y avoir des points 
d'inflexion a l'infini ; si le point correspondant de la courbe 
est un ombilic ou un point de contact avec la droite de l'in- 
fini, en sorle que 

i=*p — q, 

les formules de Pliicker feront alors connaitre le nombre des 
points doubles et des rebroussements ; on a en eflfet 

n = m\m' ~i) — 2$'- 3r', 
i'=z3(m'-7.)/n'— 6o' -8r'. 



EXERCICES ET NOTES. 

I. De la Gournerie a appele triangulaires les courbes represen- 
tees, en coordonnees trilin£aires, par une equation de la forme 



(:)"* (i) m +® m - 



Discuter ces courbes. La polaire reciproque d'une triangulaire est 
une triangulaire quelle que soit la conique directrice. 

2. Si Ton appelle diamitre d'une courbe le lieu des milieux des 
cordes paralleles a une direction fixe, on propose : i° de determiner 
1'ordre et la classe des diametres d'une courbe de degre m; 2 de 
discuter les singularity de ce diamdtre; 3° de demontrer que 1'enve- 
loppe des diametres d'une courbe d'ordre m est d'ordre (m — i)(#i — 2) 
et de classe m — 1. 

3. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits a une courbe 
de classe m est d'ordre m(m — 1) : 6tudier les singularites de ce lieu. 
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4. Lorsque plusieurs courbes d'ordre m ont m points communs, 
leurs polaires d'un point donne se coupent en un m&me point. 

5. Discuter les singularites de la parallele a Tellipse. 

6. Discuter les singularites des podaires. 



■••■■ 
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CHAPITRE IV. 

DES QUESTIONS DE GfiOMfiTRIE DE L'ESPACE QUI DEPENDENT 
D'INFINIMENT PETITS DU PREMIER ORDRE. 



I. — Coordonnees homogenes. 

Nous repr^senterons souvent les coordonnees d'un point 
dans 1'espace, non plus par x, y, z, mais par - , ~, -■; alors 

III 

x > y> z i t seront les coordonnees homog&nes de ce point et 
les rapports de ces quantity k Tune d'elles seront seuls deter- 
mines. Si, dans lMquatien d'une surface 

(i) f(*>yt *) = <>i 

on change x,y, z en -- > — > - > et si Ton chasse les ddnomina- 

iii 

teurs, cette Equation se transforme en une autre homogenc, 
de m£me degre que (i), 

f(x,y, z, O = o, 

et qui, pour t = i, reprend la forme (i). Les points a l'iniini 
correspondent a la valeur t = o de t. Si Ton remarque que 
toute Equation du premier degr£ en x y y, z, t repr^sente un 
plan, except^ liquation qui ne contient que la variable I, on 
pourra convenir de dire que cette equation elle-m£me repr£- 
sente encore un plan rejet^ a l'iniini ou leplan de Vinfini; 
d'ailleurs liquation t = o est liquation limite vers laquelle 
converge liquation 

ax -+- by ■+- cz ■+■ dt = o, 
quand les coordonnees a l'origine > — r > croissent 
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indefiniment, c'est-a-dire quand le plan repr^sente par cette 
Equation se transporte a Finfini. 

Tous les points a l'infini peuvent done e*tre consideres 
comme appartenant au plan analytique t=o. 

Rappelons que tout plan coupe une surface d'ordre m 
suivant une courbe d'ordre m dont une partie ou la totalite 
pourra etre transport^ a l'infini. 

Rappelons aussi qu'une courbe est du degre m quand elle 
est couple par un plan en m points situes a distance finie ou 
infinie. 

Supposons que, par un point de coordonne"es x^y*, z , 
on mene des droites rencontrant la surface representee par 
Fcquation 

a Vinfini. En d'autres termes, supposons liquation (1) alge- 
brique ct de degre m; en general, la droite representee par 

(2) = - — . — = — — = p 

a b c r 

la rencontrera en m points, dont les p, ou distances au point 
#0? JKoj z , seront donn^es par la formule 

(3) f(x -i-ap y y -i-bp f z ~ ( -cp) = o. 

Si cette Equation en p s'abaisse au degre m — 1, on pourra 
dire qu'elle a alors une racine infinie, et que Tun des points 
d'inlersection de la droite (2) et de la surface est a l'infini. 
Si Ton appelle <p(#, y, z) Fensemble des termes de degre le 
plus eleve dans /(#, y, z), on voit que, pour qu'une droite 
telle que (2) rencontre la surface a Finfini, il faut et il suffit 
que <p(a, b, c) = o, condition independante de x , y , s , 
qui montre que toute droite parallele a une droite rencon- 
trant la surface a Finfini la rencontre elle-m£me a Finfini. 

Les droites qui rencontrent une surface a Finfini sont des 
droites asymptotiques, leurs directions forment les direc- 
tions asymptotiques; les droites asymptotiques passant en 
x o> y*i *o forment le c6ne des directions asymptotiques rela- 
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tives a ce point; pour obtenir son Equation, on ^limine a, 6, c 
entre <p(a, b, c) = o et les Equations (2), ce qui donne 

<p(x — x 0l y— 7o, * — *o) = °- 

Le cone des directions asymptotiques porte parfois le nom 
de cdne directeur. Dans les surfaces engendrees par une 
droite mobile, les droites generatrices de la surface sont £vi- 
demment des directions asymptotiques. 

II. — Tangentes aux courbes gauches. 

La tan gen te en un point M d'une courbe gauche se deTinit 
comme la tangente a une courbe plane; c'est la limite des po- 
sitions que prend une se*cante passant au point M, quand un 
second point d'intersection vient se confondre avec ce point M. 

Les equations g^n^rales des droites qui passent par un 
point M d'une courbe ayant pour coordonne"es x, y, z, et 
par un second point ayant pour coordonnees x -\- kx,y -f- Ar, 
z -f- Aw sont 

X — x _ Y_--y _ Z — z 
Aar Ajk A;; 

Dans toute courbe le z est une variable dont Vx et Yy sont 
fonctions; plus generalement, on peutsupposer x,y, z fonc- 
tions d'une variable ind^pendante quelconque t. En multi- 
pliant les Equations (i) par \t = dt et en supposant que le 
point x 4- A#, y -+- A)', z -h As vienne se confondre avec 
x, y, z, les Equations (1) deviennent, pour Al = o, 

X — x __ Y — y __ Z — z 

x' ~ y ~~ z 

z', y y z' d£signant les deVivdes de x, y, z relatives a t . Nous 
remplacerons plus souvent ces Equations par les suivantes 

X — x Y — y Z — z 



dx dy dz 

que Ton obtient en divisant les premieres par dt. 
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Ce sontles Equations g6ne>ales de la tangente k une courbe 
dans l'espace. Si Ton suppose z = t^ elles prennent la forme 

(a) X_* = (Z-*)g, Y-y = (Z-z)^ 

Ces Equations sont celles de la tangente a la projection de la 
courbe sur les plans des xz et des yz. Ce qui d£montre que 
la tangente a la projection d'une courbe sur un plan est 
la projection de la tangente a la courbe sur ce plan; ce 
qui etait presque Evident a priori. 

La tangente a une courbe gauche en un point M est en 
general la limite des positions que prend une sicante 
quand deux points d y intersection viennent se confondre 
en M. 

En efiet, les Equations d'une s6cante passant par les points 
de la courbe x i9 y 1: z K et # 2 ,jp 2 , z 2 ont pour Equations 



-«#2 -*»i ^#2 — *»\ 



et si x et y sont d£veloppables par la formule de Taylor 
limited k son premier terme , on pourra £crire 

2*2 — x \ = i z r — z i)%i 
72— 7i = (5 2 — *i)r/, 

£' et V d^signant des valeurs de -j-? -j- pour une valeur de z 

comprise entre z K et z 2 ; les equations de notre s£cante s'ecri- 
ront alors 

X-^^Z-^)?', Y-/ 1 =(Z-^ 1 )r/. 

En passant aux limites et en supposant de plus -yj> -j- 
continus, on retombe sur les equations (2). Mais cette con- 
clusion suppose x, y, -^ > -J- continus. S'il en 6tait autre- 

ment, on dirait que le point (x, y, z) est un point singulier 
de la courbe, et notre thloreme pourrait cesser d'etre exact. 
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Toutefois, ne sont pas considers comme singuliers les 

points oii -j- ou ~~ seraient infinis, si cette circonstance dis- 

parait par un changement de coordonn£es. Tous les raison- 
nements que nous ferons dor£navant supposeront, a moins 
que l'on ne pr£vienne express£ment du contraire, que Ton 
n'a jamais affaire a des points singuliers. 

Pour exprimer qu'une droite representee par les Equations 

/»\ X — x Y— y Z — z 

(3) — S - = _ 5 _==— —= 9 

est tangente a une courbe, il suffira, d'apr&s ce que Ton vient 
de voir, d'exprinier qu'elle rencontre la courbe en deux points 
confondus, ce qui se fera en £crivant que les Equations (3) 
et celles de la courbe ont deux solutions communes confon- 
dues, ou, si Ton veut, que les Equations en p, obtenues en 
portant dans les Equations de la courbe 

x -*-ap, yo + bp, *o-hcp 

a la place de X, Y, Z, ont une solution double commune. 
(Toutefois il faut bien faire attention qu'une droite rencon- 
trant une courbe en deux points confondus en un point sin- 
gulier n'est pas toujours tangente.) On pourra aussi, et cela 
vaudra mieux, exprimer que la droite (3) coincide avec une 
tangente, en identifiant les formules (3) avec (2); on a alors 

dx CL 

x -¥■ CL — z) -p- = :r -+-(Z — Zq) - > 
x dz c 

y + (Z-. z )JL ==7o _ h (Z_z )-. 

Ces formules devant avoir lieu quel que soit Z, il faudraque 

dx a 

X — Z —i — == Xq — ~ Zq — y 

dz c 

dy b 

y-*Tz=y»- z >v 

dx __ dy __ dz 
a ~~ b ~ c 

L. — Traite d* Analyse, II. i5 
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En £liminant x,y, z entre ces Equations et celles de la courbe, 
on aura les conditions du contact. 



III. — Plan normal, plan tangent. 

Le plan normal k une courbe au point M est le plan per- 
pendiculaire k la tangente en M passant par ce point. 

Une normale est une droite perpendiculaire k la tan gen le 
men£e par le point de contact. Le plan normal en M est done 
le lieu des normales en M. 

Si Ton suppose les coordonn£es recta ngul aires, liquation 
du plan normal en x, y, z sera done 

( X — x)dx-,-(\ — y)dy-r-{Z — z)dz=o. 

Ge plan, en effet, passe bien en x, r, z et il est perpendicu- 
laire a la direction dx, dy, dz de la tangente en ce point. 

Un plan tangent est un plan qui passe par une tangente. 
L'equation g£n£rale des plans tangents au point (x 9 y, z) sera 
done 

X-*-(Z- *)£-*[<Y -,)-(Z-,)g]=o 

ou, si Ton veut encore, 

A(X-*-)~B(Y-7)- C(Z — *) = o, 
A, B, C e"tant lies entre eux par la relation 

Actr+H dy -\- G rfs = o. 

Pour exprimer qu'un plan est tangent a une courbe, il suffit 
d'£crire qu'il p-isse par une tangente, ou qu'il rencontre la 
courbe en deux points confondus, ce qui se fera en ^liminant 
x ety entre les equations de la courbe et du plan et en expri- 
mant que la resultante en z a une racine double [lorsque le 
point (x, y, z) n'est pas singulier]. 
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IV. — Plans tangents anx surfaces courbes. 

Supposons que les Equations d'une courbe soient donn6es 
sous la forme 

Cherchons les Equations dc la tangente au point (#, y, z). Ces 
Equations sont 

X — x__Y-y_Z— z 

(a ' ~dx~ ~ ~~dy~ ~~ ~dz~' 

mais il reste a remplacer dx, dy, dz par leurs valeurs que 
Ton dlduira de (i) apr£s les avoir diflerenti£es, ce qui donne 

t df , df df 

I ~ dx -\- v- dy -4- ~ rt.s =-= o, 
\ ux ay J oz ' 

( 3 ) \ 

I d-r ()/ <te 

Les equations de la tangente s'obtiendront en lirant -r- et -,- 
1 ° dz dz 

de (3) pour porter leurs valeurs dans (2), ce qui revient a 
eliminer dx, dy\ dz entre (2) et (3). Cctte elimination peut 
se faire en rempla<;ant, dans (3), dx, dy, dz par les quantites 
proportionnelles X — x, Y — y, Z — z tirees de (1); ce qui 
donne 

* l v ' x <ty u* 

«5) ( X-,)£ + (Y_,>£.«-<Z- a >£~.; 

telles sont les equations de la tangente. 

L'une de ces Equations est ind£pendante de la forme de 
la fonction /; c'est ('equation (5); Pautre equation (4), qui 
est du premier degr£ en X, Y, Z, et qui par consequent repr£- 
sente un plan, reste la mgme quand on fait varier 6 d'une fagon 
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quelconque. En faisant varier la forme de 0, on engendre une 
s£rie de courbes situ£es sur la surface /=o, et passant en 
a;, y, z; Tune des Equations (4) des tangentes a ces courbes 
est done la m£me pour toutes ces courbes : elle repr^sente 
done le lieu des tangentes a ces courbes. Ce lieu est, comme 
Ton voit, un plan; on lui a donn£ le nom de plan tangent 
en x, y, z a la surface /= o. 

Liquation (5) est de m^me celle du plan tangent a la sur- 
face 8 = o ; on peut done dire que la tangente enM a une 
courbe, intersection de deux surfaces, est I' intersection des 
plans tangents & ces deux surfaces au point M. 

La notion de plan tangent est si importante que nous allons 
nous y arrGter un instant. Le plan tangent en un point 
d'une surface est le lieu des tangentes menses par ce point 
a la surface. Cette definition ne peut 6tre adoptee que quand 
on a prouv£ que le lieu des tangentes est bien un plan. 11 n'en 
est pas toujours ainsi, et la demonstration pr£c£dente, exa- 
minee avec soin, le prouverait; car, si -p > -p et -£ 6taient nuls 

tous trois, elle tomberait en defaut. 

En g£n£ral, en un point donn£ d'une surface representee 
par liquation/ = o, on n'a pas a la fois 

df df df 

di=°> c^ =0 ' S =o; 

toutefois cette circonstance pourra se presenter; alors le 
point (x, y, z) est un point singulier. En general, nous 
appellerons point singulier tout point d'une surface pour 

lequel la coordonnde z ou Pune de ses deriv6es --> t^» •• • 

cesserait d'etre finie et bien d£terminee. 

Lorsque Tequation d'une surface se pr£sente sous la forme 

z = v(x,y) 
OU 

liquation (5) du plan tangent prend une forme souvent 
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usit£e; ~ et ~ sont £gaux ^ et 7- ou t- et -r-» et -£ est 

ox oy ° ox oy ox oy oz 

6gal k — 1 : on a alors, au lieu de liquation (4), 

S< x -^ + |( Y -^-( z - 5 > = ° 

011, en d£signant, conform^ment a un usage Ires r£pandu, 
dz dz 

T x P ar P et 5; P ar ?> 

(7) Z-z=p(X-x) + q(X-y). 

II est clair que cette equation du plan tangent deviendrail 

illusoire si au point (x, y, z) les quantites p = ~> q = -^ 

cessaient d'etre bien determines. 

On passe de liquation (7) a liquation (4) en observant 
que la r&gle de la differentiation des fonctions implicites 
donne 

^ dx* dz* * Oy* dz 

/)/" Af Af 

On voit d'ailleurs que —-> -^-> -^- ne peuvent £tre nuls a la 
fois qu'en un point singulier. 

Le plan tangent en x,y, z est le lieu des droites qui, 
passant en x, y, z,p assent aussi par un point injiniment 
voisin de ce point. 

Cette proposition presque dvidente peut se d^montrer di- 
rectement, en observant que 

X— x Y—y Z—z 



dx dy dz 

sont les Equations d'une droite passant par deux points infi- 
niment voisins (x, y, z) et (x -+- dx, y -+- dy, z -f- dz). Si ces 
deux points sont sur la surface, on a 

dz = pdx-h q dy; 



s3o 
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d'ou Ton conclut liquation (7) par r^limination de dx, 
dy y dz. 

Le plan tangent est, en general, la limite d'un plan 
passant par trois points, injiniment voisins da point de 
contact, se confondant avec lui. 

En effet, l'equation d'un plan passant par trois points 



x, y, z ; x -+• A, y -+• k, z -+- 1 ; x -+- h\ y -+- k\ z -+- /' 



est 



X — x Y—y Z—z 

h k I 

/*' A:' /' 



= o; 



en observant que laformule de Taylor, limine aux lermes du 
premier ordre, donne pour les accroissements / et /' de z 



on a 



I =ph -h qk, V = ph' -h qk\ 



X — x Y—y Z—z 

h k ph -+- qk 

h! k' ph' -r- qk' 



Multipliant la premiere colonne par/?, la seconde par q el 
soustrayant de la derni&re, on a 



X — x Y—y 

h k 

K k' 



z —p(X—x) — q(Y—y) 
o 
o 



= o 



ou bien, en supprimant le facteur hH — kh l [different de z£ro 
si les points (0,0), (A, A"), {h r ,K) ne sontpas enligne droite], 

Z — z — p(X — x) — q(Y — y) == o; 

c'est liquation du plan tangent. 

Cette demonstration suppose h et k d^veloppables par la 
formule de Taylor; elle ne s'appliquerait done pas au point 
( x ->y> z ) s * ce point £tait singulier. 
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Le plan tangent a line surface, en un point donne M 
qui n'est pas singulier, coupe cette surface suivant une 
courbe qui prisente un point singulier en M. 

En effet, si l'on prend le plan tangent pour plan des xy et 
le point de contact pour origine, liquation de la surface est 
de la forme 

la quantity cp (x, y) est nulle pour x = o,y = o, les quan- 
tity p et q, c'est-a-dire ^> ^> le sont aussi ; car le plan tan- 
gent, qui a pour Equation 

p(X-x) + q(Y-y) = Z-z, 

se r£duit a Z = o pour x = o, y = o. Geci pos6, liquation 
de la courbe, intersection de la surface par son plan tangent, 
est 

o = <P(*>.r)- 

Or -I-, -r- 5 - sont nuls pour x = o,y = o; done le point de 

contact est un point singulier de la section. 

On appelle normale a une surface la normale au plan 
tangent menee par le point de contact. 

Ses Equations sont 

X — x __ Y — y _ Z — z 
P " ~f~ ~ ~~"»" ' 

ou, en supposant la surface representee par une Equation de 
la forme /= o, 

(*-«>:£=<W>:g = CZ-*>:£. 

La tangente a une courbe est une droite dont la distance 
a un point de la courbe infiniment voisin du point de 
contact est du second ordre; le plan tangent a une surface 
est un plan qui est a une distance du second ordre d*un 
point quelconque infiniment voisin du point de contact. 
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C'est ce que 1'on peut constater g£ometriquement en obser- 
vant que, si M et M' sont deux points infiniment voisins d'une 
courbe et P le pied de la perpendiculaire men^e de M' sur la 
tangente en M, on aura M'P = MM'sinM'MP; or Tangle 
M'MP tend vers z£ro, puisque MM' a pour limite la tangente 
MP en M; done M'P est bien du second ordre. Reciproque- 
ment, si M'P est du second ordre par rapport a MM', il fau- 
dra que M'M P soit infiniment petit, e'est-a-dire que la s£cante 
MM' soit, a la limite, tangente a la courbe. 

Soient maintenant M un point d'une surface, M' un point 
voisin de M pris sur la surface, M'P la perpendiculaire men£e 
de M' au plan tangent. Consid£rons une courbe passant en M 
et en M' et sa tangente situ£e dans le plan tangent ; la distance 
de M' a sa tangente est au moins egale a M'P; or, cette distance 
£tant du second ordre, il en sera de m6me de M'P. Recipro- 
quement, si M'P est du second ordre, quel que soit M', le 
plan sera tangent a la section plane passant en M', et par suite 
contiendra une infinite de tangentes a la surface. 

V. — Nouvelle forme de l'equation du plan tangent. — Conditions 

anzqnelles on pent rassujettir. 

Supposons que, dans liquation d'une surface 

on remplace x,y, z par -, £, - et que Ton chasse ensuite 

le d£nominateur t (si Ton peut); on obtiendra une Equation 
homog&ne en x 9 y, z y t , a savoir 

(l) /(*, 7! *• = O, 

laquelle sera identique a/(#, y } z) = o quand on supposera 
t=\ [si liquation f(x, y, z) = o est de forme enti&re, 
liquation (i), obtenue en chassant le d£nominatcur t, sera 
enti&re et de mgme degr£]. Nous pourrons diflferentier la 
fonction / par rapport a t; mais, les differentiations effec- 
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tuees, nous supposerons t=i. Ceci pos£, liquation du 
plan tangent a la surface (i), dans laquelle t est suppose 6gal 
a i, est 

ou 

da? c^ ds \ dx J dy dz ) 

Or on a identiquement, en vertu du th£or6me des fonctions 

homog&nes, 

df df df df 

do: ^ dp ds dt rj 

[a d£signant le degr6 de la fonction homog£ne /; et, comme 
f(x, y, z, t) = o, on tire de la, en supposant t = i, 

dx J dy dz dt dt 

et, par suite, (2) devient 

(3 ) X -f + Y^ + Z?/^T? = o. 

dx dy dz dt 

Cette formule est une nouvelle forme de l'equation du plan 
tangent, qui est souvent plus utile que la forme (2). 

Problems I. — Trouver la condition pour que le plan 
reprisenti par 

(1) ZX-f-mY -+-/iZ-4-/?T = 

(ouT est suppose igal a un) soit tangent ct la surface re- 
presentee par V Equation 

/(X,Y, Z,T) = o. 

Pour r^soudre ce probleme, on peut exprimer que le plan 
coupe la surface en trois points confondus, ou suivant une 
courbe a noeud; mais il vaut mieux identifier liquation (1) 
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avec celle du plan tangent 

(a) x^-Y^-hZ^T*-. 

dx dy dz dt 

an point (x, y, s), ce qui donne 

dx dy dz at r 

avec la condition 

(4) A x >y> *> ') = <>, 

qui exprime que le point (x, r, z) est sur la surface. En eli- 
minant x, y, z y t entre (3) et (4)j on a la condition cher- 
ch£e. Pour faire l'£limination, on £gale la suite de rapports 
(3) a s; on a alors 

,*\ d f 1 d f d f d f 

(5) -jr — sl=o, -p- — sm = o % -i sn—o* -r- — sp=o; 

N ' dx ty dz dt ^ 

en ajoutant ces equations, multipliees par x, y, z, t y et en 
observant que 

<*/ V ¥ ¥ 

x dx^yiy^ z iz^ l dt-^^^ 

on a 

(6) lx -4- my -4- nz -+-pt = o, 

Equation qui peut rem placer (4). Ainsi la condition cherchee 
s'obtient en eliminant x, y, z, t, s entre (5) et (6). 

Si, pour faire une application, nous supposons que/=o 
se r^duise a l'equation du second degr^ 

, v ( a>\\X*-±-a>iiy t -±-ai*z*-±-aut*->t-'iaiixy ->r-7,a\ixz 
(7) 

la condition pour que le plan (1) soit tangent a cette surface 
s'obtiendra en eliminant x, y, z 9 t, s entre (6) et 

anx -4- a^y -+- a x %z -4- a^t — Is = o, 
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cc qui donnera pour la condition cherch^e 
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En g£n£ral, assujeltir un plan a £tre tangent a une surface, 
c'est l'assujellir a une seule condition, comrae on le voit. 
Gependant les equations (3) et (6) peuvent £tre telles que 
I'on puisse en d£duire deux relations dislincles, ind£p£n- 
dantes de x, y 7 s, entre /, #w, /i, />. Dans ce cas, les rapports 
l\m\n\p peuvent s'exprimer en fonction d'un seul d'entre 

eux, et les formules (3) montrent que les d£riv6es j-> \-» 



df df 



dx dy 



d"* ~di sont te ^ es C I U ^' existe deux relations homogenes entre 

clles. Nous reviendrons plus tard sur cette question; bor- 
nons-nous a faire observer, d&s a present, qu'il existe une 
classe parliculi&re de surfaces que l'on appelle developpables 
et telles qu'assujettir nn plan a leur £tre tangent, c'est Tassn- 
jettir a deux conditions. 

Probleme II. — Trouver la condition pour qu'une droite 
louche une surface. 

On peut exprimer que la droite rencontre la surface en 
deux points confondus; mais, si Ton observe que la surface 
peut avoir des points singuliers, il vaudra mieux exprimer 
que la droite en question est contenue dans un plan tangent 
et passe par le point de contact. 
Soient 

/X + mY + nZ -+-/? T = o, 
I'X -h m'Y -+. n'Z -+-p'T = o 

les Equations d'une droite ; pour exprimer qu'elle est contenue 
dans le plan tangent au point (x,y, z y t) a la surface repre- 
sentee par liquation 

/(^,7> *> = °i 



(0 
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il faudra exprimcr que le plan tangent 

dx dy dz dt 

passe par Tin tersection des plans (i),et quele point (.r,^, 5,*) 
est sur la droite (i). En appelant alors s et s f deux param&tres 
convenablement choisis, on devra avoir 



j- -h si -h s' V = o, 

V > » 

~ -+• sn •+- s n =o, 

dz 



dt 



-h sm -r-s m = o, 



-h sp -+- s'p' = o, 



Ix -+- my -+- nz -hpt = o, I'x -h m'j' -4- /i'-s -t-p't = o. 

L'£limination de x, y, z, t, s, s r entre les Equations don- 
nera la condition cherch£e. 

En particulier, si /(#, y, s, t) est £gal a la fonction du 
second degr6 a K{ x 2 -+- . . .+ 2rt 3 a 4 3/, on aura pour la con- 
dition cherch£e 
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VI. — Coordonnees tetraedriques. 



D^signons par/?, q, r y s les distances d'un point a quatre 
plans fixes formant un t^tra&dre; soient x, y, z les coordon- 
nees rectangulaires de ce point : on aura 



(«) 



p = xcosz -+-ycos$ -h^cosy — ro, 
q = x cos %' -+-y cos °' -+• z cosy' — ro', 
r = a? cos a* -t-y cosp* -4-*cosy* — ***, 
5 = rr cos a w -4-^ cos p w 4- ^ cos y" — w w , 



cos a, cos p, cosy designant les cosinus directcurs de la nor- 
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male au plan/? = o et xb sa distance a Porigine, etc. En appe- 
lant a, b, c, d les aires des faces du t&rafcdre form6 des 
quatre plans en question, qu'on appelle titrakdre de refe- 



rence, on a 



(a) 



ap -+- bq •+• cr -+- ds = V, 



V d£signant le triple du volume du tetra£dre de reference. 
Des trois premieres formules (i) on peut tirer #, y, z en 
fonction de/?, y, r sous la forme 



(3) 



x = A p +B y + C r-hD, 

/=A> + B'y-t-C'r + D', 
z — k'p -4- B'<7 -+- Cr -+- D\ 



Cela est Evident; toutefois, on peut prouver directement 
que le determinant 2(:± cosa cos (3' cosy") n'est pas nul, son 
carr£ pouvant s'ecrire 

I 2 cos 1 1 2 cos a cos a' 2 cos a cos a* 

1 ,11 

2 cos a cos a 2 cos* a 2 cos a cos a" 

2 cos a cos a* 2 cos a' cos a* 2 cos* a" 

ou, en appelant X, |a, v les angles des directions a, (3, y; 
a', (J', f; </, p», f , 

I COSV COS [A 

cosv i cosX 
cos(x cosX I 

ou enfin 

i -+- acosX cos (jl cosv — cos*X — cos 1 ji — cos* v. 

Cette quantity peut sMcrire 

— [(COSX — COS [X COSV) 1 -4- COS 1 [A 4- COS*V — I — COS*fACOS*v] 

— [(cosX — cos [x cosv) 1 — sin 1 [x sin 1 v] 



ou 



ou 



. . A -+- UL -J- V . U -U V X . X-HV — U . X-h(A V 

x sm sz sm£- sin l sm 

1 1 2 '1 



Elle ne peut Stre nulle, a moins que X + |a -+- v = 2iz ou que 
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jjl + v — )> = o, . . . , ce qui n'a jamais lieu pour les faces d'un 
triedre proprement dit; or \ p, v sont les faces du triedre 
supplementaire de celui des plans/7 = o, q = o, r = o. 
Ceci pose, si Ton considere une Equation 

elle pourra se mettre, a 1'aide des formules (3), sous la forme 

/(A/7-4- Bq-\- Cr-KD, ...) = o 
ou, en vertu de (2), sous la forme homogene 

/[A/? -+-B$r-f-Cr-4- y (ap-+-bq -i-cr-hds) y . . .] =0. 

Ainsi toute surface peut £tre representee par une Equation 
homogene de la forme 

(4) ?(/>, q> r, s) = o; 

pj q, r, 5 sont alors les coordonnees titraedriques du point 
(x y y, z) de cette surface, et liquation pr^cedente est celle de 
la surface en coordonnees tctraedriques. 

Toute surface peut £tre representee par une Equation telle 
que (4), mais la re*ciproque n'est pas vraie; ainsi Tequation 

ap — bq -+- cr -r- ds = o 

ne repr^sente rien du tout, puisque son premier membre, en 
vertu de (2), est £gal a la constante V ; neanmoins, on convient 
de dire que cette equation du premier degre repr^sente le 
plan de Vinjini. 

Ce que nous avons dit au sujet des coordonnees trilin^aires, 
en Gt5ometrie plane, peut nous dispenser d'entrer, au sujet 
de cette locution de plan de Uinjini, dans de plus amples 
details. 

VII. — Plans tangents en coordonnees polyedriques. 

II arrive souvent que liquation d'une surface se presente 
sous la forme 

f(p, q, n ...) = o, 
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Pj q, r, ... d£signant les distances d'un point (x, y y z) de la 
surface a des plans fixes ou ses coordonn6es poly£driqucs; 
Tequation du plan tangent prend alors une forme remarquable 
et souvent utile que nous allons faire connaitre : on a 

£ = #* + ?/ *?+.... 

dx dp dx dq dx 

Supposons que Ton ait 

p = a? cos a -t-^ cos p -h^cosy — w, 
q =a?cos«'-H t xcosP'-+--«cosY' — w', 



la formule priced en te deviendra 

df df df 

t- = t- cos an- -j- cosa -+-..., 

ox op dq 

et Ton aura deux formules analogues pour calculer j- 9 j-> Si 

Ton appelle alors P, Q, . . . ce que deviennent p f q, . . . quand 
on y fait x = X, y = Y, z = Z, on aura 

<X-*)g-HY-,)g-,(Z--,)g 

= ^ [(X — x) cosa -*- ( Y —y) cos p - r - ( Z - - * ) cos 7] 

-f- J^ [(X - x) cosa'-r (Y —y) cos p'-t- (Z — z) cosf] — . . ., 

c'est-a-dire 

v ' dx v dy y ' dz 

Liquation du plan tangent prend done la forme 

|( p -')+|(Q-*>- • = <>• 

et, si la fonction/, ce qui est le cas ordinaire, est homogenc, 

df af 

4- P + 4- <J 4-. • . sera £gala/multiplie par le degr£ de l'lio- 
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mog£n£ite, c'est-a-dire a ze>o; liquation du plan tangent 
deviendra alors 

op oq or 

Dans le systeme de coordonn^es tetra^driques, on trouve, 
comme plus haut, la condition pour qu'un plan soit tangent 
a une surface; nous ne reprendrons pas ici des calculs deja 
fails. 

On peut demontrer relativement aux surfaces un the*oreme 
analogue a celui que nous avons demontre* en G£ometrie plane 
et qui est du a Poinsot : 

Theoreme. — Si p, q, r, ... designent les distances du 
point M a des surf aces fixes P, Q, R, . . . {en appelant dis- 
tance d y un point a une surface la normale abaissie de ce 
point sur la surface), V equation 

/(/>> q, r, ...) = o 
reprisentera, en general) une surface, et la normale au 
point M sera la resultante de longueurs, igales a j- > j- > • • • » 

portdessur les droitesp, q, . . . dans un sens ou dans lesens 
oppose, suivant leur signe. 

Soient, en effet, a, b, c les coordonnees du pied de la nor- 
male p sur la surface P; a', b\ d les coordonnees du pied de 
la normale q sur la surface Q, . . . ; on aura 

(1) d l_Vdp Vdq 

K) dx~ dp dx^ dq dx^"" 

Or 

p = v/(a? — a) 2 -t- (.T — by -+- (z — c)», 

(2) dp= -[(x—a)(dx — da) + (y—bXdy — db) + (2 — c)(dz--<lc)]\ 

mais la direction da, db, dc est celle d'un de placement 
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effectu£ sur la surface P: tandis que > — > — ~— sont 

n P P P 

les cosinus directeurs de la normale/?, que nous appellerons 
cosa, cos 3, cosy; on a done 

x — a , r — h .. z — c 

da -+- * do •+■ — dc — o, 

P P P 

el (2) devient 

dp = - [(x — a) dx -\- (y — b)dy -+-(z — c)dz] 
P 
= coszdx-t- cosfidy -4- cosvek; 

d'ou Ton tire 

dp dp a dp 

-;- = cosa, -j- = cos;i, -,- = cosy. 

dx "y dz ' 

La formule (i) devient alors 

df df df 

-j- = -:- cos d-h -f- cos a -+-..., 
ox op oq 

a, a', a", . . . designant les angles que font/?, 7, /*, ... avec 
Taxe des x. On voit que la longueur 

porl£e sur la normale a /= o, et qui a pour projection sur 
l'axe des x, :-, est la r£sultante de f- >/->•• • port^es sur les 

7 ox op oq r 

droites p, q, . . . , car ce que l'on a dit de l'axe des x peul se 
dire pour l'axe des j' et l'axe des z. c. q. f. n. 

Application. — Trouver le plus court chemin d'ttn point 
a un autre en touchant une surface donnde. 

Prenons des coordonn£es tripolaires. Le premier pole sera 
au point de depart, le second au point d'arriv£e et le troisi&me 
sera quelconque; liquation de la surface sera 

/(/>, V, r) = o. 
L. — Trailed' Analyse, II. 16 
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Ce qu'il faut rendre minimum, c'est/?-f- q\ on posera done 

dp -+- dq = o, 

df , df . df , 

-;- dp -4- -'- dq ■+- 3- dr = o. 

op * dq * or 

La methode des mulliplicateurs donnera 

df df df 

_^ _• _i_ — r\ • 

dp dq dr ' 

or, si Ton veut mener la normale a la surface au point 
ou le chemin cherche' la rencontre, il faudra porter sur les 
rayons /?, q des longueurs £gales, sur le rayon r une longueur 
nulle et composer ces longueurs. Cela prouve que la nor- 
male a la surface partage Tangle du chemin cherche en deu\ 
parties £gales et que le chemin en question est silue dans 
un plan normal passant par le point de depart et le point 
d'arrivee. 

Le chemin cherche serait done precis^ment la route que 
suivrait le rayon lumineux refl6chi par la surface, et qui, 
cmane du point de depart, aboutirait au point d'arrivee. 

VIII — Surfaces podaires, surfaces paralleles. 

Soient O un point fixe, S une surface fixe ; le lieu des pieds 
des perpendiculaires abaiss£es du point O sur les plans tan- 
gents a la surface S est ce que l'on appelle la surface po- 
daire de la surface S par rapport au point O. 

Soient P leplan tangent a la surface S en M, etnle pied 
de la perpendiculaire abaissee de O surV\ il est facile de 
voir que la normale en tz a la podaire passe par le 
milieu de OM. 

Soient, en effet, a, (3, y les coordonnecs de M ; x, y 7 z celles 
de 71; on aura 

(0 pi* — *)+-q(y— ?) = * — 7, 
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formule ou l'on a pose\ pour abreger,/? = ^,y=^; on aura 
aussi 

? >_ y _ s 

ft * a "* 

Calculons -^ , -"• A cet eflTet. ecrivons (2) ainsi 

Ox dy ' x ' 

O) T-\-pz— O, J-r(/J = 0, 

et diflerentions (1) el (3); nous aurons 

dp(r — i)-\-dq ( v — ,3 ) ~\-p{dx — dz)-\- q(dy — d} ) = dz — ttfy, 

*/.r —- pdz -+- zdp — o, 
dy -7- 7 <i~ -f--rfy = o; 

reraplac,ons d'abord rfy par/?rfa-»- <7rfJ3, nous aurons 

dp(.r — ol)-\- dq(y — [3)-t-/?cf.r -*-£</>' = <fo. 

Mulliplions par z et eMiminons r//?, rfy ; nous aurons 

<Y.r -+- pdz)(x — «)-i- <</>'-+- qdz)(y — p) = [pdr -\- q dy — dz ,z; 

done 

</ 5 = \p3'-(r — «)1 </r -f- f 73 — (v — 3 )] dy 

p(x — a) r- q (y — b) -T- z 

ou, en vertu de (1) et (3), 

( it — a )dr -h(?.r — 3 ) dy 



dz = - 
On a done 



a z - v 



dx{ix — z)-*-dy(-2y— $)-±- dy{-xz — *{)= o, 

ce qui prouve que le deplacement dx, dy, dz effectue sur 
la surface podaire ou le plan tangent a la surface podairc 

est perpendiculaire a la direction x > y — j-> z — S qui 

joint le point (x } y, z) au point (*> -> -) milieu de 0*W. 

c. Q. F. D. 
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Soit M un point quelconque d'une surface S, soit MN la 
normale en M; si Ton prend MN= const., le lieu des points 
N sera une surface 2, a laquelle on donne le nom de surface 
par allele a S. 

Les points M et N sont ce que Ton appelle des points cor- 
respondants. 

Theoreme. — Les plans tangents en deux points corres- 
pondants de deux surfaces paralleles sont paralldles. 

En effet, soient x, y, z les coordonn^es du point M appar- 
tenant a la surface S ; soient x' , y\ z l les coordonn^es du 
point correspondanl N sur la surface parallele, / la longueur 
de la droite constante qui a pour extr£mit£s M et N; on a 

x' = x ■+- /a, y'=y + 1$, -'— ^-4-/v, 

a, {3, y d^signant les cosinus directeurs de la normale a la 
surface S; on en deduit 

dx' = dx -+- Id*, dy' = dy -+- ld$, dz' = dz-h /cfy. 

Multipliant la premiere equation par a, la deuxiemc par j3, la 
troisieme par y? ajoutant et observant que Ton a 

a* -+- P 1 -4- v« = i , 

el par suite, en differential, 

a<ia -h $d$ -+- ^d^ = o, 
on trouvera 

<xdx'-\- $dy-±-«(dz'= zdx-h $dy -hydz. 

Or la direction dx, dy, dz situ6e dans le plan tangent a S est 
perpendiculaire a a, p, y; done zdx -+- fidy -\-ydz est nul; 
par suite v.dx'-r- $dy'-{-ydz f est nul aussi; done la direc- 
tion dx\ df ', dz\ situee dans le plan tangent a la surface 
parallele, est normale a a, j3, y; done enfin ce plan tangent 
est parallele a celui de S. c. q. f. d. 
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IX. — De la transformation par rayons vecteurs reciprocities. 

En Geomelrie dans Tespace, comme en GeomcHrie plane, 
deux figures sont transformers Tune de l'autre par rayons 
vecteurs reciproques, quand au point M de Tune des figures 
correspond un point M' de Tautre, tel que la droite MM' passe 
par un point fixe O, et tel que Ton ait 

OM.OM'=*». 

k est le module de la transformation, le point O est le pdle. 
Soient x, y, z les coordonndes rectangulaires du point M; 
x, y', z' celles du point M'; on a, en posant 

OM = r, OM'=r', 

et en supposant les trois axes de coordonn^es passant en O, 



'i — <r'i _i_ v'i _l_ x 't 



r* = a^-h/J-h-s*, r* = x % -\-y*-h 

x _ y _ z __ r rr* _ k 1 
x' = y " z' ~ r' = r~* = 7*' 

d'ou l'on tire 

k*x' 



At 



y 



X = 



r 1 



et 



1* 


— 




k*x' 




x'«- 


■+■/ 2 -T- 


*'»' 


1 

Y 


— 


y* 




z^ 


, 






k*z' 


* 

— - — * 



k*x 



X = ■ > 

X* -t- J'* -±- z* 

- r k*y 

<■) \y = v, , .;, . ,*, * y-- 



X 1 -r-J 2 -r- Z 1 
k*Z 



telles sont les formules de transformation. 
Si Ton porte ces valeurs dans ^equation 

ax -+- by -+- cz -+- d = o, 
on trouve 

ax'-hb/-i-cz'-\- Tj (x'*-+-y ,t -h2' 1 ) = o; 
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la transformee d'un plan est done une sphere passant par 
le pdle. 

Si Ton fait la m£me substitution dans 

ax -h by f- cz - r - d -f- ( x* -f- y 1 -f- z* ) = o, 

on trouve 

X* /:* 

~r t (ax -+- by' -T- c z ) -±- d -r- y k (a;' 1 +/ ! -i-j' 1 ) = o 



on 



k* (ax'-r- by' +«') + rfr* -r- A 1 = o, 



ce qui est encore l'oqualion d'une sphere. Ainsi : la trans- 
formee d'une sphere est une autre sph&re, excepte dans le 
cas ou cette sphere passe par le pole; sa transformee est 
alors un plan. 

II resulte de la que la transformee d'une droite est un 
cercle et que la transformee d'un cercle est un cercle ou 
une droite. 

Voici u n curieux theoreme que nous mentionnons a cause 
de ses applications : 

Th£oreme. — Deux courbes ou deux surfaces quel- 
conques se coupent sous le meme angle que leurs trans- 
fer mees par rayons vecteurs reciproques. 

On appelle angle de deux courbes en un point commun 
Tangle dc leurs tangentes (ou de leurs cordes infinimenl 
petiles) en ce point; on appelle angle de deux surfaces, en 
un point commun a ces deux surfaces, Tangle de leurs plans 
tangents en ce point. 

Pour demon trer la proposition 6nonc£e, il suffira done de 
d^montrer que, si Ton considere trois points infiniment 
voisins et leurs correspondants, les deux triangles formes par 
ces points sont semblables, car alors leurs cdtes se couperont 
sous les monies angles. 

Soient deux cdt^s correspondants MN = s et M'IV==s / ; 
soient OM = /•, OM'= r'; les deux triangles OMN et O'M'N' 
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sont £videmment semblables, puisque les quatre points M, N, 
M', N' sont sur la m6me circonference, a cause de l'^galite 

OM x OM' = ON x OK' = k* ; 
on a done 

i J ~~ /•' 
ou, en appelant G le rapport — , > s = Gs f : les droitcs s et s' 

• * 

correspondantes sont done proportionnelles ; deux triangles 
formes par de petites droites, telles que nous venons de les 
considerer, seront semblables. c. q. f. d. 

Ce th^oreme peut etre utilis6 pour simplifier la recher- 
che de quelques plans tangents; on peut le demontrer par 
l'analyse. 

En eflet, supposons que le point (x, j', z) decrive un Ele- 
ment ds ; le point {x',y', z') decrira un elemen t els', et Ton aura 

ds'* = dx'* -f- dv'*- -4- dz'* 



-*[(< w ZH'm 



= -^ [yr*dx — ixrdr)*-\-{r*dy — 7.y rdr )*-+-( r*dr — izrdrf-\ 
= - [r % ds* — 4r*dr(xdx -^ydy -+- zdz)-\- \r*dr*] 
= -r r v ds* = —r ds* ; 

ds est done proportionnel a ds; un triangle infinitesimal de 
la figure jc, y, z aura done pour transformee un autre triangle 
semblable et par suite ce triangle transform^ aura les m6mes 
angles que le triangle primilif; done deux elements de courbe 
se coupent suivant le mSme angle que leurs transformdes. 

c. Q. F. D. 

X. — Projection stereographique. 

Gonsid£rons une sphere, un grand cercle et le p61e O de 
ce grand cercle. Joignons le point O a un point M quel- 
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conque de la sphere : la droite OM rencontrera le plan du 
grand cercle en un point m qui sera, pour un ocil place en O, 
la perspective du point M sur le plan du grand cercle consi- 
der^ comme tableau. On dit que m est la projection st£r£o- 
graphique du point M. 

La projection stdr^ographique d'une figure trace" e sur la 
sphere est le lieu des projections de ses divers points. Les 
cartes g£ographiques sont souvent les projections ste>eogra- 
phiques des pays qu'elles repr^sentent. Toutes les proprietes 
des projections ster^ographiques decoulent du th£oreme 
suivant : 

Theoiieme. — La projection stereo graphique d'une 

figure tracee sur la sphere est la transformee par rayons 

vecteurs reciproques de cette figure, le pdle etant le pdle 

du grand cercle sur lequel on fait la projection; le mo- 

dule de la transformation est le rayon de la sphere. 

Nous laissons au lecteur le soin de faire la demonstration; 
mais nous en conclurons que les projections stenSographiques 
des cercles de la sphere sont des cercles qui se coupent sous 
le m&me angle que les cercles dont ils sont les projections. 
Ces proprietes peuvent servir au trace" des me>idiens et des 
paralleles des cartes g£ographiques. 



XL — Theoreme de T. Villarceau et ses consequences. 

Le tore est la surface engendr£e par la revolution d'un 
cercle autour d'un axe situe* dans son plan; Villarceau a 
remarque le premier que tout plan bitangent coupe le tore 
suivant deux cercles. 

Soit C = o, liquation d'un cercle situe" dans le plan des zx ; 
la surface engendree par la revolution de ce cercle autour de 
Paxe des z sera 

C, = o, 



1NF1NIMENT PETITS DU I er ORDRE DANS L'ESPACE. 2^9 

C| d£signant ce que devient C quand on y change x en 
yJx--\-j' 2 \ done : 

L'equation du tore est du quatriime degre 

et, plus g£n£ralement, 

Si Von fait tourner une conique autour d y un axe situ£ 
dans son plan, elle engendrera une surface du quatrieme 
degre. 

Le tore a evidemment pour ligne double le cercle imagi- 
naire a 1'inGni, car son m£ridien, se composant de deux 
cercles, passe deux fois par les ombilics de son plan ; un plan 
bitangent coupera done le tore suivant une courbe du qua- 
trieme degre ay ant quatre points doubles, a savoir : i° les deux 
ombilics; 2° les deux points de contact, Intersection devra 
done se dedoubler en coniques passant paries ombilics, e'est- 
a-dire en deux cercles. 

Transformons maintenant le tore par rayons vecteurs r£ci- 
proques en placant le p6le sur l'axe de revolution ; sa trans- 
form^ sera encore une surface de revolution, dont le m£ri- 
dien sera un cercle; en d'autres termes, la transform^ sera 
encore un tore. Concevons maintenant que Ton mene au tore 
primitif une sphere bitangente ; on pourra toujours choisir le 
p6le de mani&re que, dans la figure transform£e, la sphere 
soit remplac£e par un plan bitangent qui coupera le tore sui- 
vant deux cercles : ces cercles serontles transformees des sec- 
lions du tore par la sphere. On a done ce thdoreme qui derive 
de celui de Villarceau : 

Un tore est coupi par une sphere bitangente suivant un 
sy steme de deux cercles. 

Quoique cela sorte un peu de notre sujet, nous ferons re- 
marquer que la surface de revolution qui a pour meridien une 
conique est coupee par un plan bitangent suivant deux co- 
niques. En effet, le plan bitangent coupe cette surface sui- 
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vant une courbe du quatrieme degr£ possedant quatre points 
doubles, a savoir : i c les deux points de contact; a° les points 
ou ce plan coupe le cercle double engendre par les points coni- 
munsaux deux coniques m£ridiennes. 

La metliode de la transformation par rayons vecteurs reci- 
proques appliquee a ce nouveau theoreme fournirait des 
th£or&mes sur les courbes du troisieme et du quatrieme 
ordre qui passent par les ombilics; mais nous ne nous y arre- 
terons pas. 

XII. — Des surfaces coniques. 

On appelle, comme on sail, surface conique ou cone une 
surface engendree par le mouvement d'une droite, appeloe 
generatrice, qui passe constamment parun point fixe appele 
sommet. 

Rappelons en quelques mots comment on trouve l'equalion 
des surfaces coniques. Appelons a, b, c les coordonnees du 
sommet d'une surface conique; les Equations d'une genera- 
trice seront de la forme 

x — a v — b z — c 

(,) -^- = -!J- = - T - ; 

le mouvement dc cette generatrice sera regie d&s que Ton se 
donnera une relation entre les rapports 7 et - 

ou une relation homogene 

(3) <?(«,?, v) = o 

entre a, [3, y. L'elimination de a, [3, y entre (1) et (2) ou entre 
(1) et (3) donnera Tequation de la surface conique, a savoir 

[x — ay — h\ 
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OU 

*(x — a,y — b, z — c; = o, 

'f designant dans cette dernidre formule une fonction homo- 
g£ne de x — a, y — 6, z — c. 

Gen^ralement, ]e mouvement de la g^neratrice estregl£ en 
l'asstijctlissant a rencontrer sans cesse une courbe appelee 
direct rice. Si 



(5) /=o, 



tr 

n 



O 



sont les equations de cette direclrice, Tequation (2) est la 
resultanle provenant de l^limination de x, y, z entre (i) 

et (:>). 

Remarque. — Liquation du cone est done une equation 
homogene entre x — a, y — ft, z — c. Liquation du c6ne 
qui a son sommet a Porigine est une Equation homogene en 
x,r, z. Reciproquement : 

Toute equation homog&ne en X, Y, Z, ces trois quan- 
tities designant des fonctions lineaires des coordonnees 
x iJ'i z, represente un cdne, dont le sommet s'obtient en 
resolvant les Equations X = o, Y = o, Z = o. 

En eflet, une telle Equation 

o(X, Y, Z. = o 
est la resultante des equations 

X Y 7 



a 3 

* r 1 



> 



les dernieres representent une droite passant par le point 
fixe X = o, Y = o, Z = o; relimination de a, (3, y fera con- 
naitre le lieu 'f (X, Y, Z) de cette droite, qui evidemment 
sera un cone. 

Rappelons en fin que, pour obtenir liquation du c6ne ayant 
son sommet a Torigine et pour direclrice une courbe donn£e, 
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il suffit de rendre homogenes les 6quations de la courbe et 
d^liminer entre ces Equations la variable introduile pour 
rendre les formules homogenes. 

Theoreme I.. — Tout plan tangent au cdne passe par le 
sommet; et, reciproquement, toute surface dont le plan 
tangent passe par un point fixe est un cdne ayant pour 
sommet le point fixe en question. 



(') 



En eflet, soil 

x — a y — b \ 



-*\z — c' z — c ) 



liquation d'une surface conique ayant son sommet en a, 6, c; 
quanddeuxfonctions — -■ , •-- dependent Fune de Tan tre, 



— c z 



leur determinant (t. I, p. if>-) 



d (L-«, r-±) 

* z — c z — c J 



est nul; on doit done avoir, en posant -r- =p, y, = q, 

| i x — a v — b \ 



z — c r ( Z - C) 2 r ( z -- cf 

x — a i >* — b j 

I ~~ q ^z—~cj i 5~— "c ~" q Hs — TT 2 ! 

on bien 

(3) z — c — p(x — a) — q(y — b) = o. 

Cctte equation exprime bien que le plan tangent en x, y t z, 
qui a pour equation 

Z — z—p(X — x) — q(Y—y) = o, 

passe en a, 6, c. Reciproquement, si le plan tangent au point 
(x, y, z) d'une surface passe par le point a, 6, c, entre x, 
v et z de cette surface, on aura la relation (3) qui peut 
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se metlre sous la forme (2), laquelle exprime que le determi- 
nant de et de — est nul, c'est-a-dire qu'il existe entre 

z — c z — c 7 ^ 

ces fonctions une relation telle que (2); en d'autres termes, 
la surface en question est un c6ne ayant son sonimet en a, 6, c. 

c. Q. F. D. 

Liquation (3) est importante, elle caract^rise les surfaces 
coniques, comme on vient de le voir, et porte le nom d : 'equa- 
tion aux derivees partielles des surfaces coniques. Si Ton 
suppose l'equation d'une surface conique mise sous la forme 

(4) /(*,7> *) = °» 
on en deduit 

p = _ tl ■ V, a = - d f-'V 
^ Ox ' dz 9 * dy ' dz 

et la formule (3) peut s'ecrire 

(5) g(*-«)+| (j -6)+g(;- C ) = o; 

cetle formule exprime aussi bien que (3) que le plan tangent 
passe par le point fixe (a, b 7 <?); mais il faut supposer/=r <>. 

Theoreme II. — Le plan tangent au cdne est le ni'me 
tout le long d'une ge*neratrice. 

En eflet, soif 

.fx — a y — b\ 

f[ » - )-o 

\z — c z — c j 

l'equation d'un cone ; differentions successivement cette equa- 
tion par rapport a x et y\ en faisant toujours 



dz 


dz 
dy~ q 


et 


z — a 


y — b _'o 


dh- P% 


z — c 


z-c ~ '•' 



nous aurons 



df r 1 x — a "j df y — b __ 

di lz~^c~~ P (z — c;*J ~ d$ P (z — c)» ~"°' 
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On voit que p est fonction dc — — et de ; il en est 6vi- 

^' z — c z — c 

demment de mime de q\ enfin, en vertu de l'equation 

- — c — p ( x — a ) — q ( y — b ) = o , 

il en est de mime de z — px — qy\ le plan tangent 

Z — z— y>(X — r) — gr(Y — v) = o 

a done ses trois coefficients, /?, y, £ — />.r — yr fonctions 
de et de - > quantilis qui sont les mimes tout le 

z — c z — c ^ n 

long d'une ge'niratrice; done le plan tangent reste le mime 
tout le long d'une gineratrice. 

Theoheme III. — Le somrnet d'un cone est un point sin- 
gulier. 

Considi'rons en effet Tequation d'un cone sous la forme 

/(* — «> y — b > - ~ c) = o. 

Si Ton suppose la surface algebriquc, celle Equation sera 
une somme de termes de mime degre et de la forme 

A (x — a )» ( r — b ft ( z — c ft ; 
il est bien clair alors que, pour x = a, r = b y z = c, on aura 

df df df 

7- =0, — - o. —- =0. 

Ox oy oz 

Si la surface n'est pas algebrique, on mettra le fait en evi- 
dence en observant qu'en vertu du theoreme II le plan tan- 
gent doit etre in determine. 

Puobleme. — Reconnattre si une surface donnce par son 
equation est conique. 

Si la surface est donnde par une equation toute resolue 
par rapport a 5, pour qu'elle soit conique, il faut que z,pei q 
tires de liquation de la surface rendent Inequation 

z — c — p(x -- a) — q(y — b)~ o 
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idenlique en x et^' pour des valeurs de a, 6, c (p. 262). Si la 
surface est donn£e par une equation de la forme 

(l) fiX^fy z)==o, 

la condition necessaire et suffisanle pour qu'elle soit conique 
est que Ton ait 

' Ox v J Oy " Oz ' 

pour les valeurs de z tirees de (1) en fonction de x etj*, quels 
que soient x et y, pour des valeurs convenablement choisies 
de #, 6, c. 

Pour exprimer que la surface representee par ( 1 ) est conique, 
il faudra done eliminer z entre (1) et (2) et exprimer que la 
r£sultante est identique. 

Si Tequation (1) est de forme cnttere, on pourra simplifier 
les calculs en observant que, si elle repr6sente un cone, les 
coordonnees du sommct devront satisfaire aux equations 

o N df *r *r , 

(3) -- = o, — =0, — =0, / = o. 

' Ox ' Oy Oz ' J 

(Si ces equations ne peuvent 6tre satisfaites a la fois, la sur- 
face f= o ne peut etre un c6ne.) Soit a, b, c une solution ; 
en transportant l'origine en a, b, c, Fequation devra devenir 
homogene en #, v r, z. 

C'est au fond la marche que Ton suit dans la lh£orie des 
surfaces du second ordre quand on veut exprimer que Inequa- 
tion du second dcgnS represente un c6ne, et Ton prouve que, 
si pour une surface du second ordre les equations (3) ont 
lieu, la surface est un cone. 

XIII. — Surfaces cylindriques. 

On sait que Ton appelle cylindres ou surfaces cylindriques 
les surfaces engendr^es par une droite ou giniratrice qui se 
mcut dans Pespace, parallelement a elle-m£me. 
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Soienl 

1 x = az -4- a, 

(0 • 

les equations de la generatrice d'un cylindre ; celte genera- 
trice restant parallele a une direction fixe, a et b reslent 
constants, a et p seuls varient et le mouvement de la gene- 
ratrice sera r^gle* en se donnant une relation 

(a) ?(*, ?) = o 

entre a et j3. La resultante provenant de 1'elimination de a 
et j3 entre (i) et (2) donnera l'equation de la surface; cctte 
resultante est 

(3) <p(ar — az, y — bz) = o. 

Ordinairement la generatrice est assujettie a rencontrer une 
courbe appelee directrice ; soient 

(4) / = o, g = o 

ses equations. En eliminanta:,^, centre (1) et (4), on obtient 
Inequation (2) qui exprime que la droite (1) se meut en ren- 
contrantla courbe (4). 

L'equation (3) des cylindres est, comme l'on voit, une rela- 
tion entre deux fonctions lin£aires de x,y 7 £. Reciproque- 
nient, on sait que toute relation entre deux fonctions lin^aires 
repr^sente un cylindre : e'est ce que l'on peut voir soit par 
une transformation de coordonnees, soit en observant qu'une 

relation telle que 

?(X, Y) = o 

est la resultante des equations 

X=a, Y = p, ?(a,P) = o 

et qu'elle represente le lieu des lignes X = a, Y — [3; et que 
si X et Y sont des fonctions lin£aires, X = a, Y = [3 repr£- 
sentent des droites qui restent paralleles a la droite X = o, 
Y = o. 
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Theoreme 1. — Tout plan tangent au cylindre contient 
la generatrice du point de contact et par suite reste paral- 
lele a une droite de direction fixe. 

En effet, soit 

(i) v(x — az,y—bz) = o 

Tequation d'un cylindre. Cette equation etahlissant une rela- 
tionenlre lesfonctions.r — as, y — bz, on aura (p. 167 , 1. 1) 

, . (){.r — az.y — bz) 
( 2 ) -L : = o 

' OK**y) 

ou, en appelant/? et q les derivees y-y -.-> • 



(3) 



1 — op — bp 
— aq 1 — bq 



= O 



OU 

( \ ) i — ap — bq = o. 

Cette equation exprime bien que la direction de la normale 
p, q, — 1 est perpendiculaire a la direction constante a, b, 1, 
ou, si Ton veut, que le plan tangent est paralleled cette direc- 
tion, qui est celle de la generatrice du point de contact. II con- 
tient done cette generatrice tout entiere, puisqu'il en contient 
un point. Re'ciproquemcnt : 

Theorems II. — Si le plan tangent a une surface resle 
parallele a une droite fixe, cette surface est cylindrique. 

En effel, soient a, 6, 1 des quantites proportionnelles aux 
cosinus directeurs de la droite a laquelle le plan tangent reste 
parallele; on aura entre les coefficients directeurs /?, q, — 1 
du plan tangent la relation (4), qui peut se mettre sous la 
forme (3) ou (2), laquelle exprime qu'il cxiste entre x — az 
et y — bz une relation telle que (1) et par suite que la sur 
face est cjlindrique. 

L'equation (4) est caracterislique des surfaces cjlindriques; 
L. — Tratie a' Analyse, II. 17 



258 CU AIM IRE IV. 

on l'appelle Y equation difference lie, ou aux derivees par- 
tielles des surfaces cylindriques; on peut lui donner la 
forme 

ds <Ar d/ 

si liquation de la surface est 

(6) /0>7, ^; = o. 

Comme (4), elle exprime que la direction j-> -t- > -^ de la 

normale est perpendiculaire a une direction fixe. Elle peut, 
a rinstarde(4)> servir a reconnaitre si une surface est c}liu- 
drique. 

Pour que la surface representee par (6) soit cylindrique, 
il faut que z et ses deriv^es, portees dans (4), rendent cette 
Equation identique pour des valeurs de a et b\ ou, si l'on 
veut, que la valeur de z tir^e de (6) et porttte dans (5) rende 
cctte formule identique, pour certaines valeurs de a et b; 
a, by — i seront alors proportionnels aux cosinus directeurs 
des generatrices de la surface cylindrique. 



XIV. — Cones et cylindres circonscrits. 

Deux surfaces sont dites circonscriies Tune a Tautre sui- 
vant une courbe commune C, dite courbe de contact, quaod, 
en tons les points de cette courbe C, clles ont meme plan 
tangent. 

Probleme I. — Par un point donne mener un plan tan- 
gent a la surface representee par V equation 

Ce probleme est, eng£n£ral, ind£termine; car la condition 
d'etre tangent k une surface est simple (p. 233); ainsi il y 
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aura une infinite de plans satisfaisant & la question. Soient 
lou jours 



dz dz 

P = 

et 



^ Ox dy 



z-*=/>(x-*)+f(Y- i r) 

liquation d'un plan tangent a la surface consid^ree; expri- 
mons que ce plan passe par le point ayant pour coordonnees 
a, 6, c Nous aurons 

(•>.) c — z=p(a — x) + q(b—y)\ 

cette Equation, jointe a celle de la surface, fera connaitre 
Vxj Vy et le z du point de contact; ce point est ind(kermin£ 
de position, et tous les points de la courbe representee par 
les Equations (i) ct(2) sont des points de contact £galement 
possibles. 

Par suite, les Equations (i)et (a) sont les equations de la 
courbe de contact du cdne circonscrit a la surface represen- 
tee par V Equation f '= o, ayant son sommet au point a, 6, c. 

En effet, liquation (2) exprime que le plan tangent a la 
surface en x, y, z passe par a, 6, c; il est done le m£me que 
celui d'une surface conique dont le sommet est*en a, 6, c et 
dont la directrice est le lieu des points x y y, z repr£sent£ par 
les equations (1) et(2). En d'autres termes, lecdne qui a pour 
sommet le point a, 6, c et pour directrice la courbe (1), (2) 
est circonscrit a la surface. c. q. f. d. 

On peut 6videmment remplacer liquation (2) par 

ou, en employant des coordonnees homog&nes, par 

df , df df df 

«7 +*7-+Cf +1 17=0, 
Ox Oy Oz Ot 

ou l'on suppose t = 1 , t = 1 . 
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L'equation (2) n^tant autre chose que l'equation aux deriv6es 
parti elles des surfaces coniques, on voit que : 

V equation aux derivees partielles des surfaces coniques, 
dans laquelle on remplace p et qpar lep et le q d' une sur- 

m 

face quelconque, reprisente la courbe de contact d'un cone 
circonscrit a cette surface dont le sommet est le point 
a, b, c. 

Supposons la surface/= o algebrique et de degrc m, l'equa- 
lion (2) est alors algebrique et de degr£ m — 1 ; on peut done 
dire que : 

Si d'un point donne comme sommet on circonscrit un 
cone a une surface algebrique de degre m, la courbe de 
contact sera sur une surface d'ordre m — 1 . 

Cette surface d'ordre m — 1 est ce que Ton appelle la 
polaire du point a, b } c par rapport a la surface (1). 

La theorie des surfaces polaires d'une surface donnee, par 
rapport a un point, est tout a fait analogue a celle que nous 
avons jdeveloppee a propos des courbes polaires en Geome- 
tric plane; nous nc dcvelopperons pas cette theorie. 

Probleme II. — Trouver V equation du cone circonscrit 
a une surface donnee par son equation 

et ay ant pour sommet le point de coc rdonntes a, b, c. 

Nous venons de voir comment on pouvait trouver les Equa- 
tions de la courbe suivanl laquelle le c6ne louche la surface, 
et par suite comment on pouvait trouver une directrice du 
c6ne; rien n'est plus facile alors que de trouver l'equation 
du c6ne lui-meme. 

Aulrement, par le sommet a, 6, c faisons passer la dioite 

x — a y — b _ z — c __ 

(1) { * ~ P "" ~T~ ~ ''' 
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Les generatrices du cdne sont tangentes a la surface f=o\ 
car, contenues dans le plan tangent commun aux deux sur- 
faces, elles sont tangentes a l'une et a I'autre. Exprimons que* 
la droite (i) rencontre la surface en deux points confondus; 
pour cela, formons l'equation en p 

/(a -hat?, &-*-??, ch-y?) = o. 

Exprimons qu'ellea deux racines £gales, en eliminant p entrc 
cette equation et sa derived 

df Q df df 

nous aurons une equation de la forme 

(2) <?(«, ?, T) = °- 

En eliminant a, ^, y cnlre (i)et(2), on aura le lieu cherche, 
e'est-a-dire le c6ne circonscrit : nous verrons plus loin une 
autre m£thodepour re*soudre la meme question. 

Appliquons ces considerations a la surface representee 

par liquation /= ^ciijXiXj ; = o (011 Ton pose, pour abr£- 

ger, X\ = x, Xi~ v, x$ = 5, x s = t = 1), on a 

f(a -f- ao, •■•)=? ! ? + ?( J ^ + ? ^ -r- T ^{) -+-/(«» *> O = °> 

cp designant les termes du second degre" dans /(a, [3, y). 
L'equation d^rivee en p n'a pas besoin d'etre formde, et, pour 
que liquation precedente ait des racines egales, il faut que 

Cette Equation etant homogene en a, [3, y, on elimine facile- 
raent ces quantit£s, et Ton a 
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OU 

(■**£+?% +s % + '*)* = ***> b ' C)A *>^ * } - 

Cette methode fournit souvent des solutions elrang&res. 

Probleme III. — Mener a une surface un plan tangent 
parallele a une droite donnee. 

En raisonnant comme tout a Pheure, on verra que 

ap -t- bq =1 

ou 

Of _ Of . Of 
a - ■+- b - — h - - = o 
Ox Oy Oz 

est la courbe de contact du cylindre circonscrit dont les gene- 
ratrices sont paralleles a la direction a, 6, 1 et que tous les 
points de cette courbe sont des points de contact admissibles. 
Liquation du cylindre circonscrit peut s'obtenir soit en 
partant de la connaissance de la courbe de contact, soit en 
exprimant que la droite 

x = az -\-p, y = bz ■+- q 

rencontre la surface en deux points confondus et en cher- 
chantle lieu de cette droite. 

Probleme IV. — Mener par une droite donnee un plan 
tangent a une surface donnee. 

Liquation de la surface £tant/=o, celle d'un plan tan- 
gent est 

Ox Oy Oz Ot 

si #o> yoj *o> *o et X\ 1 y\ ? *\ j l\ sont les coordonn£es de deux 
points appartenant a la droite, on aura 

d f d f ¥ s d f 

Ox J Oy w Oz Ot ' 

Of Of Of Of 

Ox Oy Oz Ot 
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ces deux Equations, jointes a celles de la surface, d^termine- 
ront les points de contact. lis sont au nombre de m(m — i) a 
si la surface est alg£brique de degre m, et se trouvent sur 
rintersection des courbes de contact des c6nes circonscrits 
avant Jeurs sommets en #o>.?'o* ^o et x t9 Y t , z x . 

On appelle classe d'une surface le nombre de plans tan- 
gents qu'on peut lui mener par une droite; si la surface est 
d'ordre m, on voit que sa classe sera au plus m(m — i) 2 . 

Nous verrons plus loin qu'il existe des surfaces auxquelles 
on ne peut pas mener de plans tangents par une droite donnee ; 
niais ces surfaces sont les developpables dont il a deja £te 
question, et leur classe se determine par d'autres conside- 
rations. 

Si la droite £tait donnee par deux plans, qui la contiennent, 

flX-t- b Y -f- cZ -4- (IT = o, a'X -\- b'Y -*- c'Z -4- cTT = o, 

on aura it les equations suivantes pour determiner les points 
de contact : 



a b c 
■ a b' c' 

1 V ¥ ¥ 



o 



et 



a b d 
a' b' d' 

ox oy Ot 



— o. 



Ox Oy dz 

Probleme V. — Par un point donne, mener une nor- 
male a une surface donnee. 

Soient 



'0 Mv,--) = o 

l'equation de la surface, |£ =/,, # =/, et ^ =/„ a, £, y 
les coordonn^es du point donne. Les equations de la normale 



sont 



X_— jr _ Y--7 



/» 



exprimons que cettc normale passe par le point a, (3, y; nous 
aurons 



(2) 



a — x _ {3 — y -( — z 
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Ces Equations, join tes a (1), dEtermineront le pied x, v, sdela 
normale sur la surface ; les Equations ( 1 ) et ( 2 ) son t de degre m 
en x, r, z : elles fourniront done m z solutions; mais, parmi 
ces solutions, il y en a m{m — 1) Etrangeres a la question, 
ainsi que Ta remarque* O. Terquem [Journal de Liomille, 
i re serie, t. IV). 

Supposons, en effet, le point (a, ft, y) al'origine; les Equa- 
tions (2) se reduiront a 

(3) £_£_.-. 

mais (1) peut s'Ecrire 

(0 /(*>?> o) + *A(*,y, o)-f-... = o, 

et les equations (3), (4) sont satisfaites en posant 

Les solulioris de ces equations, au nombre de m(m — 1), sont 
Evidemment Etrangeres a la question, et par suite : 

Par un point donni on ne peut mener que m 3 — m 2 -f- m 
nor males a une surface de degre /??. 

XV. — Da contour apparent des surfaces. 

Supposons qu'un observaleur ait son coil au sommet du 
cone circonscrit a une surface, la ligne de contact lui paraitra 
delimiter cetle surface; aussi peut-on lui donner le nom de 
contour apparent de la surface. 

Supposons que Ton coupe le cdne circonscrit par un plan 
(ou meme par une surface courbe) ; la trace de ce cone sera la 
perspective du contour apparent de la surface ou ce que l'on 
appelle le contour apparent de la surface sur le plan en 
question (ou sur la surface). 

L'ceil peut etre a Tinfini : le contour apparent est alors la 
trace d'un cylindre circonscrit a la surface. 
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On consid&re le plus sou vent en Analyse les contours appa- 
rents des surfaces sur les plans coordonn£s; ce sont alors les 
traces de cylindres circonscrits ay ant leurs generatrices paral- 
lels aux axes. 

Proposons-nous de trouver le contour apparent de la sur- 
face /(#, y, z)=o sur le plan des xy. Liquation de ce 
contour sera Tune des Equations de la courbe de contact 
d'un cylindre circonscrit et dont la g£n£ratrice serai t paral- 
lele a la direction 0,0, 1 ; liquation de celte courbe est, 
comme on Pa vu (p. 262), 

En eliminant z entre celte equation et/=o, on aura la 
courbe cherchee. Done le contour apparent est V enveloppc 
des projections des sections par alleles au plan des xy sin- 
ce plan. (Cette regie n'est evidemment pas sans exception.) 

XVI. — Surfaces de revolution. 

On sait qu'une surface de revolution est engendr^c parune 
courbe qui tourne autour d'un axe de maniere que tous 
ses points decrivent des cercles ayant leurs centres sur l'axe 
et leurs plans perpendiculaires a l'axe, que Ton appelle Yaxe 
de la surface. Ces cercles sont appel6s les paralleles de la 
surface. 

L'equation d'une surface de revolution s'obtient en expri- 
raant qu'il y a la m£me relation entre la distance r d'un point 
a l'axe et la distance p de ce m£me point a un plan perpen- 
diculaire a l'axe, qu'entre la distance d'un point de la courbe 
genera trice a cet axe et le plan en question. 

Si, par exemple, on se donne le meridien de la surface, 
e'est-a-dire la courbe suivant laquelle un plan passant par l'axe 
coupe la surface au moyen de son Equation 

(0 ?(Et*)) = o, 
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l'axe de revolution etant pris pour axe des r n on observe que, 



si 



A 



7_— To 



-0 



sont les equations de l'axe et (jc ,y , z {) ) le point qui etait 
1'origine des coordonnees pour 1'equation (i) du meridien, on 
aura, en appelant x, j*, z les coordonnees d\in point de la 
surface, 



5 = 



7) = 



v^-h.r— J»'u) v —iz — zo)'/. 



V^X* -J- |JL* -J- V* 



•x- 



!JL a 



liquation de la surface sera done 



SA(r-r ) )__ 






I 



o. 



Je n'insiste pas sur la maniere dont on peut obtenir 1'equa- 
tion des surfaces de revolution, ce sujet etant traite dans les 
ouvrages elementaires; je ferai seulement observer que, si R 
est le premier membre de liquation d'une sphere etP le pre- 
mier membre de 1'equation d'un plan, 

F(P, R) = o 

sera 1'equation d'une surface de revolution ; car, quand on sup- 
pose R constant, P est constant; les equations 

R = const., P = const. 

determinent une serie de cercles paralleles ayant leurs 
centres sur la droite que Ton obtient en abaissant du centre 
de la sphere une perpendiculaire sur P = o. Cette perpendi- 
culaire, dont il est facile d'avoir l'equatiota, est l'axe; on en 
deduira facilement le meridien. 



ou 



0(2, v / ^ , +j 2 ) = ° 
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est Fequation (Tune surface de revolution autour de l'axe 
des z, le meridien a pour Equation z = 'i(.r). 

Considerons la surface de revolution representee par 

z=f(x* -+-/*), 
on a 

dx = ^' {xt "^ r ^ x > dy = *-/" (a?t +}'*»"> 

I'equation du plan tangent est 

celles de la normale sont 

X — x _ Y — r _ 7 

1'une de ces equations, celle de la projection de la normale 
sur le plan des xy, peut s'ecrire 

(X — *)y — (Y — v)jt = o 

Oil 

Xj^ — Y*r = o. 

La projection de la normale sur le plan des xy passe d one par 
Torigine; on en conclut que : 

Dans toute surface de revolution, la normale rencontre 
Vaxe; r£ciproquement : si la normale a une surface ren- 
contre constamment une droite fixe, cette surface est de 
revolution. 

Prenons la droite fixe pour axe des z\ les equations de la 

normale sont 

\ — x Y — r 

oz oz 

dx 6y 

pour exprimer que la normale rencontre l'axe des s, il sufilt 
d'exprimer que la projection sur le plan des xy 

,^r As ,-, v dz 
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passe par Torigine, ce qui donne 

dz dz 

x ^ —y ^- =°*' 

dy J dx 

cette equation peut s'ecrire 

f)<\r a -*-r 5 , z) 
• - — — = o; 

elle exprime done (p. 168, 1. 1) que z est fonclion de x- 4- j 2 
el par suite que la surface est de revolution. c. q. f. n. 

XVII. — Conoides. 

Un conoi'de est, comrae Ton sait, la surface engendree par 
une droite appelee generatrice qui s'appuie sur line droile 
fixe appelee axe, en rcstant parallele a un plan fixe appele 
direcleur. 

Dans le conoVde, la distance P d'un point M au plan direc- 
teur est une fonclion de Tangle que la generatrice passant en 
M fait avec une droite fixe parallele au plan directeur; en 
appelant alors U et V les distances du point M & deux plans 

passant parl'axe, on a P = cp ( y)« Quandon prendl'axe pour 

axe des z et le plan directeur pour plan des xy, celte Equation 
devient 

z £tant fonction homog&ne et de degre odea: et^', on a 6vi- 
demment 

. . dz ()z 

(2) x - - -4-r . =o. 

Ox J dy 

Si le conoi'de est droit, e'est-a-dire si l'axe est perpendicu- 
laire au plan directeur, cette equation exprime que la nor- 
male est perpendiculaire au rayon vecteur projete sur le plan 
des xy } comme elle Test a la directrice ; sa construction de- 
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vient facile. L*equation (2), lorsque z est Tordonnee d'une 
surface quelconque, est liquation de la courbe de contact 
d'un conoide droit circonscrit a cette surface, dont le plan 
directeur serait le plan des xy. Cette Equation exprime en 

eflet que le ~ et le -7 - de la surface sont les m&mes que ceux 

du conoide qui aurait la seYie des points communs x, y } z 
avec la surface. 

Si le z d'une surface satisfait identiquement a la relation 
(1), cette surface estun conoide. Bien que cette proposition 
nc nous soit pas tres utile, nous indiquerons la marche a suivre 
pour la d^montrer. On changcra de variable et a la place de 

y on prendra — ; l'equation (2) deviendra alors 

<)z 

ce qui prouve que z considere comnie fonclion de x et — 

ne conlient pas x\ done z doit pouvoir s'exprimer au moyen 

de — seul; done, etc. 

D'ailleurs Inequation (2) exprime que z est fonction homo- 
gene et de degre o de x et y (voir l. I, p. 222). 



XVIII. — Des surfaces enveloppes. 

Considerons une surface dont liquation renferme un para- 
metre variable a et, par consequent, variable elle-m&me de 
forme et de position. Soit 

(1) f(x,y,z,%) = o 

son Equation : pour une valeur d6terinin£e de a, cette equation 
repr£sente une surface bien de'terminee; mais, a variant, on 
obtient une s.'rie de surfaces formant une famille. 

Maintenant supposons quVyant attribuc* a a une valeur 
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dEterminee, on lui fasse subir un accroissement rfa, on aura 
la nouvelle surface 

elle coupera la premiere suivant une courbe qui pour dz. = o 
prendra une forme limite appelee caracteristique. Les Equa- 
tions d'une caracteristique sont (1) et (2) ou (1) et 

(3) -:- ctx = o ou =0. 

Ox Ox 

Si entre (1) et (3) on Elimine a, on aura le lieu des crfracte- 
ristiques ou Yenveloppe de la surface (1). L'envcloppe petit 
aussi etre representee par les Equations simultanEes (1) et (3), 
a la condition d'y regarder a comme fonction de x, j' 9 z, 
dEduite de Tune de ces deux formules. 

Considerons maintenant une caracteristique voisine de la 
premiere : ses equations seront 

f(x -T-«fo) = o, /'(a-w/a) = o, 
enposant,pour abreger,/'(a)= -: > ou bien 

K*)+f\*)dx = o, /'(*) + f\x)dx = o, 

en negligeant les tennes du second ordre; or la premiere de 
ces equations est une combinaison de (1) et(3); done deux 
caracterisliques succcssives se rencontrent, quand on fail 
abstraction des termes du second ordre. 

• 

Theoreme. — Les surfaces de la famille (1) touchent 
Venveloppe, tout le long d } une meme caracteristique. 

En effet,/(x, j' f z, a) = o reprEsentera a volontE une enve- 
loppEe ou l'enveloppe, suivant que Ton y considerera a comme 
une cons tan te ou comme une fonction de x, y y z deduite de 

/'(^»7» ~> a) = o. 
Cherchons le -^ et le j- de l'enveloppe : appelons-les/? et q; 
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a cet effet, differentions /= o par rapport a x\ d'abord, en 
y considerant a comme fonctioa de x, y> z, nous aurons 

df df f V(<*l ** \_ 

dx dz^ dz\dx dz ^ J ~~ y 

de la on deduit p : on calculerait q d'une fagon analogue. 
Mais j- est nul, car c'est liquation j- = o qui sert de defini- 
tion a a, en sorte que liquation pr£c6dente se reduit a 

df df 

Ox dz F ' 

r£sultat auquel on serait parvenu en considerant a comme 

dz dz 

constant; done le -f- et le ~ de Tenveloppe et de Tenveloppee 

sont les m£mes tout le long d'une caracteristique ; leurs plans 
tangents sont done les mimes, et par suite elles sont cir- 
conscrites Tune a Tautre. 

Recipuoquemekt : Si une surface mobile 

est sans cesse circonscrite a une autre fixe F = o, celle-ci 
est son enveloppe. 

En effet, toute surface fixe F = o peut etre representee par 
l'cquation 

u) J\ x ,y> -, ?; = o, 

pourvu que 9 soit determine par Tidentite 

R^solvons les deux Equations (i) et(2),rune par rapport a a, 
Tautre par rapport a cp, les valeurs de a et de o seront iden- 
tiques,et Ton aura a = <p ; les formules (i)et (2) ne sauraient 
done avoir lieu en me'me temps, que si Ton a © = a. 
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Cela pose 1 , calculons le p de la surface (2) : pour cela diffe- 
rentions par rapport a x la formule (2), nous aurons 



df df 
dx 0. 



»/" df [do do \ 



le -r^ de la surface (1) est donne par la formule 

T" -+■ -p /> = °- 

Pour que les valeurs de p tiroes de ccs equations soient egales, 
il fa ut que 

df I do do \ 

De merae, pour que les valeurs de q soient egales, il fautque 



df [do do \ 



or les quanlites 



do do do 

Ox dz* dx* 

do do do 

dy dz * dy 

ne sauraient ^Ire nulles a la fois, sans quoi 1'on aurait 

do . do . , 

dx dx+ c$ d r = d ? =0 > 

et o serait une constante : la surface F = o se confondrait 
avec une des enveloppees; done il faut que Ton ait 

Of 

To=°> 

en chaque point ou la surface F = o touche les surfaces de 
la famille, e'est-a-dire en chaque point de F = o; done cs est 
determine* au mojen de la m&me equation que Tenveloppe 
proprement dite des surfaces de la famille consideree. 
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Theoreme II. — Toutes les caracteristiques sont tan- 
gen tes a une mime courbe r telle ou imaginaire. 

Nous avons vu que deux caracteristiques voisines se ren- 
contraient, en n£gligeant des termes du deuxi&me ordre par 
rapport a da.. Les Equations de ces caracteristiques sont 

elles se r^duisent aux trois suivantes : 

/(a) = o, /'(*) = o, /'(a) = o. 

La courbe obtenue en eliminant a, c'est-a-dire le lieu des 
points de rencontre de deux caracteristiques voisines, est 
ce que Ton appelle Yarite de rebroussement de l'enveloppe. 
C'est a cette arite que chaque caracl^ristique est tangente. 
En effet,/=o,/ , = o repr^senteront a volonte une carao- 
t£ristique ou l'arete, suivant que a sera constant ou determine 
par f'=o) diflferentions f=oelf f =o par rapport a z : nous 
aurons, en supposant a variable, 

dx dy J dz d%\dx dy J dzj 9 

-j- X -4- = 0. 

OX 

x ! et y' y d6riv£es de x et y prises par rapport a z, auront 
m&mes valeurs au point commun a la caract^ristique et a 

l'ar£te, car ■£• et ~-y c'est-a-dire/^ajet/^a), sont nuls en ces 
points, et, pour trouver Vx 1 et Vy* de la caract^ristique, il fau- 
drait supposer nuls les coefficients de ~- et -j-> ce qui con- 
duit au m£me r£sultat. Les coefficients directeurs des tan- 
gentes aux points communs aux deux courbes sont done 
6gaux, et par suite ces courbes sont tangentes. 

Theoreme III. — L'arite de rebroussement est le lieu 
des intersections successives de trois surfaces voisines de 
lafamille. 

L. — Traite d' Analyse, If. 18 
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En effet, les Equations de trois surfaces voisines sont 
/(«) = <>» /(a + A) = o, /( a -4-Ar)-o 
ou 

I • j£ 

qui, combinees entre elles, equivalent a 

-Ces Equations de'terrainent un point de l'ar£te de rebrousse- 
ment. 

Probleme. — Une famille de surfaces est donnde par les 
formules 

</<a/i5 lesquelles le nombre des par ante tres a, |3, . . . es* ^a/ 
a/i + i; trouver son enveloppe* 

ConsideVons a, (3, . . . , X com me fonctions d'un meme pa- 
rametre t qui sera, si Ton veut, Tune de ces quantites. L'en- 
veloppe aura pour Equation la r^sultante de 

/= o et de df — Oy 

ou de/:=o, et de 

<"> £* + #<*-<-•+£*=•! 

rfa, rfp, . . . , ^tant d'ailleurs donnas par les Equations 

(a) | 

da dfl r dX 
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II faut commencer par rem placer rfa, . . . , <Tk par leurs va- 
leurs d£duites de (2), dans (1), ce qui fournit la r£sultante 

n v <H f, <pi, ? f. ••• i _?/ L )_ n 

Cette equation revient a (i)oua df= o ; les formules <f t = o, 
«p 2 =: o, . . . , cpa = o font connaitre a, [3, . . . , X en fonction 
de t) et il ne reste plus qu'a £liminer t entre (3) et/— o, 
ou, ce qui revient au mSme, il faut £liminer a, [3, Y> • • •> X 
entre /= 0,^ = 0, . . . , <p„ = oet liquation (3). 

Remarque I. — Si la famille de surfaces etait donn£e au 
moyen de n equations homogenes entre n + 1 variables 
a, b y c, . . . , on prouverait, comrae on l'a fait k propos 
d'une question analogue de Geom^trie plane, que l'enveloppe 
s'obtient en eliminant ces parametres a, b, c, ... entre les 
n -f- 1 determinants fonctionnels que I'on peut former avec 
les premiers membres des n Equations donne'es consid6r£es 
comme fonctions des n -+- 1 variables a } b, c, .... 

Remarque II. — Une famille de surfaces dont 1'equation 

est de la forme 

<?(#,7, -) = « 

n'a pas d'enveloppe; aussi faut-il se garder de resoudre les 
equations des families de surfaces dont on veut Tenveloppe, 
par rapport a leur parametre. Nous n'insistons pas sur cette 
question dont Tanalogue a 6te* trait^e en detail en G6ome*trie 
plane. 

Nous ferons cependant remarquer encore que, si le para- 
metre a entre au premier degre" dans une famille de surfaces, 
toutes ces surfaces passent par une courbe fixe, laquelle 
peut e'tre conside>ee comme leur enveloppe; ainsi, liquation 
de la famille £tant 

celle de Tenveloppe est $(x, y, z)-=.o aveco(.r, y, s) = o, 
courbe par laquelle passent toutes les surfaces de la famille. 
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XIX. — Application anx surfaces de revolution. 

Comme application des theories pr£c£dentes, cherchons 
l'enveloppe d'une s^rie de spheres ay ant leur centre sur l'axe 
des z. 

Ces spheres ont pour Equation 

ou R est une fonction de y qui caracterise TespSce d'enveloppe 
a laquelle on a affaire. L'enveloppe s'obtiendra en eliminant 
Y entre cette Equation et sa deriv^e relative a y, a savoir 

De cette Equation on tire y = &(z); en portant cette valeur 
dans (1), on trouve un r^sultat de la forme 

l'enveloppe cherchee est done une surface de revolution 
autour de l'axe des z 7 ce qui etait Evident a priori. 

On pourrait encore arriver a ce r^sultat en observant que 
l'enveloppe, etant tangente aux envelopp^es, doit avoir monies 
normales que celles-ci aux points ou elles sont en contact; 
orlesnormales aux envelopp£es rencontrent lelieu des centres 
de ces envelopp£es : ainsi la normale a la surface enveloppe 
rencontre une droitefixe ; cette surface est done de revolution. 

La r£ciproque est 6vidente, et toute surface de revolution 
est l'enveloppe de spheres passant par les parall&les et ayant 
pour rayons les normales a la surface limitees a l'axe. 

XX. — Surfaces des canaux. 

Une surface canal est l'enveloppe des positions d'une 
sphere de rayon constant dont le centre decrit une courbe 
donnee. En appelant a, [i, y les coordonnees d'un point de 



j 
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cette courbe, R le rayon de la sphere enveloppee, liquation 
de la surface sera 

a laquelle il faudra joindre 

(2) ( x _ a )a'4-(/-?)p' -+-(*-- Y )t'=<>, 

a', P', y 7 d£signant les derives de a, (3, y par rapport a un 
param&tre t dont a, |3, y sont fonctions. Si Ton diflferentie (i), 
on a 

ou, en vertu de (2), 

(3) (i-a)(ii + (j — ?)dy-*- (~ — y)^- = °- 

Gette formule montre que la direction x — a, y — [j, z — y 
est norm ale a la direction dx, dy 1 dz, c'est-a-dire a un de- 
placement eflectu6 dans le plan tangent a la surface ; la droite 
joignant les points x> y, z et a, (3, y est done la normale a la 
surface. 

Done, dans les surfaces des canaux, la normale rencontre 
la courbe fixe dicrite par le centre de la sphere enveloppie. 

XXI. — Deuxieme espece d'enveloppes. 

Une famille de surfaces peut d£pendre de deux param£tres 
variables. Ainsi liquation 

f(x,y, z, a, P) = o 

represente une famille de surfaces. Les trois surfaces infini- 
ment voisines 

'(«, P) = o, /(a + rfa, p) = o, /(a, p-w/3) = o 

se coupent en un certain point, qui, pour da. = o, r/j3 = o, a 
une position bien ddterminde. En effet, Intersection de ces 
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trois surfaces est la m&me que celle des trois suivantes : 

f =°> /+ £«**-*-• •• = <>, /-f-|jrfp-+-... = o 
ou 

en passant aux limites. * 

Si entre ces trois Equations on ^limine a, |3, on aura le lieu 
des intersections de trois surfaces cons^cutives ou ce que 
l'on appelle Yenveloppe des surfaces f= o. 

On d£montrera facilement que : 

i° Chaque enveloppee (ou surface de la famille) touche 
I'enveloppe, et que, reciproquement, si une surface touche 
toutes les surfaces d'une mime famille, elle est leur enve- 
loppe. 

2° Les surfaces enveloppes risultant de V elimination 
de a seul, ou de (3 seul, ont pour enveloppe I'enveloppe 
fixe, et deux enveloppes de families differentes se touchent. 

3° Si une famille de surfaces etait donneepar des iqua- 
tions de la forme 

f(x,y, z, a, p, y, ..., X) = o, 

<fi(*> P> i X) = o, 

i 

?»(«i Pi i *) = <>> 

le nombre des parametres a, . . . , \ etant super ieur de 
deux unites au nombre des relations cp, = o, . * . , v tl = o, 
on obtiendrait V enveloppe en iliminant a, p, . . . , \ entre 
les Equations pro posees et deux quelconques des suivantes : 

II est entendu qu'on pourra faire usage dans les calculs de 
toutes les Equations, mais en se rappelant qu'elles rentrent 
les unes dans les autres. 

Enfin, si les parametres a, [3, y, ...,), £tant au nombre 
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de Ti-t- 2, entraient dans les Equations proposes sous forme 
homog&ne, on 61iminerait ces param£tres entre les Equations 
de la forme 

que l'on peut former avec les fonctions/, cp et les variables 
a > P* Yj 3, . . . ; quelques-unes de ees Equations, bien entendu, 
rentrent dans les autres. 



XXII. — Des surfaces polaires reciproques. 

filant donn£e une surface du second degr£ par une equa- 
tion en coordonn£es homog^nes 

le cdne circonscrlt ayant son somraet en £, r n £, t la touche 
suivant son intersection avec la surface polaire, representee 
par liquation 

(2) tte+*&+l&- hX di =S0 ' 

que Ton peut aussi £crire 

d f d f V *f 

et qui est dans le cas actuel un plan. Ce plan est dit le plan 
polaire du point ($, r n £, t). La forme de liquation (2) montre 
que, si le point (£, r n £, 7), que l'on appelle aussi le p6le du plan 
(2) ou (3) dccrit un plan, son plan polaire (2) contient un 
param£tre au premier degr£ et passe par un point fixe, et 
r^ciproquement. De m£me, si le p61e decrit une droite, le 
plan polaire passera par une droite, et r£ciproquement. Ces 
droites sont dites polaires Tune de l'autre. 

Cela pose, etant donnee une surface quelconque 

(4) y(x,y % z, t) = o, 
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cherchons par rapport a la surface (i) l'enveloppe des plans 
polaires de tous les points, nous obtiendrons ce que Ton 
appelle la polaire riciproque de la surface (4). Pour trouver 
cette polaire, il faudra chercher l'enveloppe du plan 

df df df df 

d\ J dri d* *- ' 



&z 



sachant que Ton a 

(5) 



0(?|TQ| 



Y -\ — 



)=0. 



Si nous £crivons liquation du plan sous la forme 

/an t d f d f r d f d f 

on voit qu'il faudra eliminer £, *,, £» centre les Equations (5), 
(6) et les suivantes, obtenues en £galant a z£ro les determi- 
nants des premiers membres de (5) et (6), 



<)<p <)tp 




5?" *j 


= o, 


dx dy 





do do I 

d l d l i 

dx dz 



= o, 



Plusieurs de ces Equations, bien entendu, sont supertiues; on 
peat les £crire 



(7) 



^? . df _ ^? . df do # df _ do (?/■ 
c)£ * Ox <h) ' dy ~~ d^ ' dz &z ' dt 



Ces equations comprennent Tune des Equations (5), (6), car 
on peut £crire & leur suite le rapport 



05 



do 

56" 









g):(- + ,^ 












-2) 



et Ton peut dire que la surface polaire que nous cherchons 
s'obtient en £liminant £, 7}, £, t entre (6) et (7) ou entre 
( 7 )et(5). 

Maintenant cherchons le lieu des pdles des plans tangents 
a la surface (4). Pour avoir le pdle d'un plan 

Ax-\-By -*-Gz + Dt = o, 
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il suffit d'identifier son Equation avec le plan polaire (3) du 
point £, 7j, ^x;ona alors les Equations suivantes pour deter- 
miner le p6le 

l d l - L d JL- L d X- L d l 

ou, en changeant £, r n £, t en x, y, 3, t, 

i d f = « ts = i v = i d J 

A dx B dy G dz \) dV 

Le plan tangent & la surface (4) est, en appelant £, 7j, £, t les 
coordonne"es du point de contact, 

X$+Y?-+Z$-hT$=o, 
d£ dr, dZ^ dz 

et son p61e sera donne* par les formules 

dx' ~d\ dy* &r\ dz' d£ Ot ' &z 

Pour avoir le lieu cherche, il faudra eliminerles coordonne*es 
£, Tj , £, t entre ces Equations et cp ( £, 7| , £, t) = o ; or ces Equa- 
tions sont identiques a(5)et(7) qui nous ont fourni la po- 
laire re"ciproque de <p = o; done toute surface pouvant £tre 
consid^rEe comme Tenveloppe de ses plans tangents est 
Tenveloppe des plans polaires des points de la polaire rEci- 
proque : elle est done a son tour la polaire riciproque de 
celle-ci. 

Si Ton Egale la suite des rapports (7) a 5 et si Ton fait 

o r= AJ»-h AV-+- A'p-t-aBT,; 

-+- aB'^ -+- 2B*fr -4- 2G$ -r- aC'r, 4-2CJ -+- D, 

A, B, . « . dEsignant des coefficients constants, on aura 

A J 4- B'tj -f- B' £ + Ct = 5 J£> 
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En 61iminant £, 71, £, t, s entre ces equations et (6), on aura 



A B' B' C 



dx 
B' A' B C ¥ 



B' B A" C 



dz 



- o. 



G C C D d 4 

at 

v */ */ d l 

dx dy dz dt 

Telle est liquation de la polaire r£ciproque d'une surface du 
second degr£. Si la surface (1) est la sphere 

liquation de la polaire r6ciproque devient 



A 


B' 


B' 


C 


x | 


B' 


A' 


B 


c 


1 

y 


B' 


B 


A' 


c 


z 


G 


C 


C 


D 


t 


X 


y 


z 


t 






(». 



On voit que la polaire d'une surface du second degre est du 
second degr£. La polaire d'un plan est un point. En general, 
la surface polaire de cp = o sera d'un degr£ superieur au degre 
de <p ; mais il est facile de voir que ce degr£ est precis^ment 
£gal a la classe de co. En effet, a tout point d'une figure cor- 
respond un plan polaire; si done on considere une droite 
rencontrant la surface <p = o en m points, & ces m points 
correspond ront m plans tangents dans la surface polaire, 
passant par la droite polaire de la droite propos^e; done, 
par une droite on peut mener autant de plans tangents a une 
surface qu'il y a d ; unit£s dans le degr£ de sa polaire r^ci- 
proque. c. q. f. d. 

Quand la surface f=o se r£duit k une sphere r6elle, il 
existe un moyen g£om£trique fort simple de cons tru ire la 
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polaire r^ciproque d'une surface donn^e. Soit M le point de 
contact de la surface cp et de son plan tangent MAB dont 
nous representons seulement la trace sur un grand cercle de 
la sphere; soient S le sommet du c6ne circonscrit suivant l e 

Fig. 35. 




cercle AB de la sphere, et OS la droite qui joint le centre de 
la sphere au sommet du cdne, p61e du plan MAB; S sera un 
point de la polaire r^ciproque de cp = o. 

Soit P le point ou OS rencontre le point ABM ; on aura 

OP x OS = R*, 

R designant le rayon de la sphere. Done : 

Pour avoir le point S de la polaire reciproque de cp = o 
correspondant au point M de cp = o, menez leplan tangent 
en M a cp = o et du centre de la sphere abaissez une per- 
pendiculaire OP sur le plan tangent, prolongez cette per- 
pendiculaire d'une longueur OS, telle qu'on ait 

OP x OS = R*. 

Le lieu du point P est ce que Ton appelle la surface podaire 
de cp = o par rapport au point O. Done : 

La polaire reciproque d'une surface cp == o, par rapport 
a une sphere de rayon R, est la transformee par rayons 
vecteurs reciproques de la podaire de cette surface par 
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rapport au centre de la sphere, et le module de la trans- 
formation est le carre du rayon de la sphere (p. 245). 

XXIII. — Digression snr les surfaces apsidales. 

ConsicUrons une surface S. Par un point fixe O, faisons 
passer un plan P; il coupera S suivant une certaine courbe C. 
Soient OM une normale & cette courbe men6e par le point O, 
M le pied de cette normale. Par le point O, menons une 
perpendiculaire au plan P et, sur cette perpendiculaire, pre- 
nons OM' = OM. Le lieu du point M', quand on fait varier 
le plan P, est Yapsidale de la surface S, relative au point O. 

Soient x, y, z les coordonn6es du point M-, x',y, z'les 
cordonn^es du point M', par rapport a trois axes reclangu- 
laires passant en O. Soient dx, dy, dz les composantes d'un 
d£placement infiniment petit effectu£ k partir du point M sur 
la courbe C; 8.r, hy, 8z les composantes d'un deplacement 
infiniment petit effectu6 a partir du point M sur la surface S, 
mais perpendiculairement k dx, dy, dz. On aura 

( i) rr 5 -hy* ■+- z* = x'* H-j'* -+- z\*, 

(2) x' dx -f- y dy -\- z' dz = o, 

m 

(3) xdx -+-y dy -4- zdz = o, 

(4) xx' -h yy' -*- zz' = o. 

( 5 ) 3a? dx -h %y dy -h %z dz = o. 

La premiere de ces Equations exprime que OM = OM'; la 
seconde exprime que OM' est perpendiculaire k la direction 
dx, dy, dz qui est situee dans le plan P; (3) exprime que OM 
est normale a la courbe C} (4) exprime que OM' est normale 
a OM, qui passe par son pied dans le plan P ; erifin (5) exprime 
que les directions dx, dy, dz et 8#, 8y, Sz sont perpendicu- 
laires. Quand le point M d£crit le chemin dx, dy, dz, nous 
supposerons que le point M' d^crit le chemin dx\ dy*, d, 
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q u and le point M d^crit le chemin 8,r, 8j', 85, nous suppose- 
rons que le point M' d£crit le chemin ox f , S^ 7 , 8*'. 
Les formules (i) et (4) donnent, en les differentiant, 

(6) xdx -\-y dy -\-zdz = x'dx'-\-y'dy-h z'dz\ 

(7) x ox -+- y $y -+- z Iz — x' $x' -h y o/ -\- z' $z' , 

(8) x dx' -±- y dy' -\- z dz' — — x'dx—y'dy — z'dz, 

(9) x§x' -±-yly' -t- zhz' = — x'lx — y'Sy — z'oz; 
en comparant (2) et (8), on a 

(10) x dx' -\- y dy' -\- z dz' = o. 

La sym&xie des formules (1), (2), (3), (4) et (10) montre 
que la surface S peut se d^duire de S' comme S' s'est d£duite 
de S; done : 

Si S' est I'apsidale de S par rapport au point O, S sera 
aussi I'apsidale de S' par rapport au mime point, 

Les formules (2) et (3) donnent 

dx dy dz 



yz' — zy' zx' — xz' xy' — yx' ' 



(2) et (10) donnent de m£me 

dr dr' dz' 



yz' — zy' zx' — xz' xy' — yx' 

et, par consequent, 

(11) dx : dx' = dy : dy' = dz : dz'. 

Les directions dx, dy y dz et dx?, dy r } dz* sont done pa- 
r alleles, et, par suite, on a, en vertu de (2), (3), (5), 

x'dx'n- y'dy'^r- z'dz'=o, 

xdx'-\- ydy'~+- zdz'=o, 

&r rfar'-h Zy dy'-¥- bz dz'=o; 



286 C0AP1TRE IV. 

mais on a 1' identic 

\dxSx\dx'Zx'-\dx'dx\Zx'Sx 

= y £(dydz'-dy'dz)(!>y$z'-?>z?>y'). 

Or ^dx ox est nul, en vertu de (5), et dydz' — dz dy est 
nul aussi, en vertu de (i i); done il reste 

2, dx dx' \ §x 02:' = o, 

et, comme £.dx dx i r , en vertu de (i i), n'est pas nul, on a 

ex ax -r- oy oy -h ozbz = o. 

La direction ox, Zy, oz est done perpendiculaire a ox', 
of, oz 1 . 

On a aussi l'identit£ 

2, dx dx' \ bx %x' — ^.dx^x^. dx' 8ar' 

mais le premier membre de cette identite est nul, comme on 
vient de le voir; le second Test done aussi; done les direc- 
tions dy §z — dz 8j% . . . , et dy'oz' — dz'hy', . . . sont rec- 
tangulaires, ce qui montre que : 

Les plans tangents en deux points correspondants de 
deux surfaces apsidales sont rectangulaires. 

En s'appuyant sur ce th£oreme et sur le dernier th6oreme 
du paragraphs precedent, on voit facilement que : 

La polaire reciproque de Vapsidale de la surface S,par 
rapport a une sphere ay ant son centre en O, est Vapsidale 
de la polaire reciproque de cette surface. 

L'apsidale d'un plan est un cylindre de revolution. 
L'apsidale d'une surface de revolution est de revolution. 
L'apsidale d'une sphere est un tore. 
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Nous laissons au lecteur le soin de d£montrer ces the*o- 
remes (Catalan, Bulletin de VAcademie royale de Bel- 
gique, 1869). 

Nous allons chercher l'apsidale de rellipsoide par rapport 
a son centre; cette surface, tresimportante en Optique, porte 
le nom de surface des ondes. 

XXIV. — Surfaces des ondes lumineuses. 

Considdrons rellipsoide represente par liquation 

x* v 1 z* 

Coupons-le par un plan central 

(a) lx-r- my -+- nz — <», 

(3) /» + m» + n» = 1; 

soit p l'undes axesde l'ellipse determined par la section (2); 
l'enveloppe du plan parallele a cette section situde a la dis- 

tance — de cette section est ce que l'on appelle la surface des 

ondes (k designe une constante). 

Cherchons l'equation de cette surface : liquation qui 
donne p est (p.36o, t. I) 

I 1 = o. 



1 1 1 1 1 1 

a % o* 6* p* c* p* 

La question est alors ramene'e a la suivante : Trouver l'enve- 
loppe du plan 

(4) lx-\- my -^ nz — A*p =0, 

sachant que 

(6 > 2^=°- 
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en posant, pour abr£ger, - = a, t = {J, - = y, - = v. Pour 

trouver cette enveloppe, il faudra eliminer /, /n, n, v entre 
ces Equations (4), (5), (6) et les suivantes, obtenues en £ga- 
lant a z£ro les determinants fonctionnels des premiers mem- 
bres de ces Equations, a savoir 

(7) (mz — ny)v > — sr==wt/iA: 1 (si : 2 i)» 

(8) (nx — l z ) v z\rT- — TT = nlk *\-i i i * )> 

(9) ((X— /Wa?)P > — = link* I — r — 75^ r ) • 

Si Ton £l&ve ces Equations au carr6 et si on les ajoute en 
posant R a = x 2 -\-y 2 + s 2 , on trouve 



(10) 



2 /« __ ** 



/I . / \ /H 



En multipliant (8) par — ^ et (9) par jj- et en ajoutaot ces 
Equations avec (6), on a 



Ik* V — T 

v ■ 



Ik 
d'ou l'on tire, en vertu de (10), 

00 

et, par suite, 






(/**c- 


-x)k* 




T 

• 


/r(R*- 


a* 


-*»' 


!v 




**.r 


— • 



a s_y* A*a J — R* 



Multipliant cette Equation par x etajoutantavec ses analogues, 
on trouve 

(,2) P ia«-P« -,£**a*-R* ; 
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d'un autre c6t£, de (i i) on tire, en multipliant par Ivx et en 
ajoutant cette equation avec ses analogues, 



lx 



(12) devient alors 



rr* y 1 s* 

-4- TTi rr- z =1. 



R»-_** a * Rl_£vpi Ri-.^Y> 

En posant 

a* 
cette Equation devient 

x 1 y* 



**a»=^ = A*, **3* = B*, **y*=C s , 






a? 1 -*-.? 1 -*-** — A* ** 4-7* ■+- ** — B* x 2 -h^-h^ — G 1 
ou bien 

)(#» +<r « + *«)(A»a?» -+■ B*7» -4- C***) 
— [ A*(B» -4- C*)x» -+- B*( A* -f- C»)/« 
■4- C*( A* -4- B* )z* ] -+- A» B* C* = o. 

Cette surface possfcde seize points singuliers dont quatresont 
r£els et ont pour coordonn£es (A > B > C) 



7 = 0, x = =fc G 



y a*— c*' "" v A2 — c*' 



les points imaginaires ont des coordonn£es qui se d£duisent 
de celles-ci par des permutations tournantes; enfin qnatre 
autres points si lues sur le plan de l'infini appartiennent a la 
fois a un cercle et a une ellipse. 

XXV. — Nouveau point de vue sons lequel on peat envisager 

la surface des ondes. 

Si, par le centre de Vellipsoide consider e au paragraphe 
precedent, on mdne une section plane, puis que Von 
eleve par le centre de Vellipsoide une perpendiculaire a 
L. — Traite d' Analyse, II. ** 19 
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cette section igale a Vun des axes de la section, le lieu des 
extremites de la droite ainsi menee sera la surface des 
ondes. 

En effet, en conservant les notations du paragraphe prece- 
dent, les coordonn£es d'un point de la surface seront donnees 
par les Equations 

(1) r = lp, y=mp, * = /ip; 

pour avoir liquation du lieu, il faut lliminer Z, m, /i, p enlre 
ces equations, l'equation aux axes de la section, a savoir 

= 0, 



(a) 1 1 1 1 1 1 

a 4 p* b* p* c* p* 

et liquation 

(3) /*h- m* -*-/** = 1. 

Or on tire de (1) et (3) 

* 2 -4-/*-h- 2 = p 2 , /* = 



.r* 



x i ^-j' i -hz i * 

en portant ces valeurs dans (2), on a 



x 1 -+- r s -4- w s :r x -+- r 2 -i- s 1 j* 4 -f- r- -h 5* ' 

Z. I 1 1 f 

a* b* c* 

v et, en chassant les denominateurs, puis en supprimant le fac 
teur commun x 2 -\-j' 2 -f- s 2 , 

(x* -hy* ■+■ z*)(a* x* -+- b\y* -i-c^z*) 

(4) { — [a s (fc*-H c*)** +^(a« + c «)j'» -4- c s (« 2 -+- £')<='] 

a*b*c* = o. 



Cette Equation ne differe de liquation (i3) du paragraphe 
precedent que parce que A, B, C y sont remplaces par a, 6, c. 
Si Ton voulait que la surface (4) fut identiquea la surface (1 3) 
du paragraphe precedent, il faudrait la faire deliver d'un ellip- 

soide ayant pour demi-axes non plus <z, 6, c, mais — > -r-' — 

Of " w 
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II est facile de voir que les deux surfaces de l'onde ainsi 
obtenues sont polaires r^ciproques Tune de l'autre par rap- 
port & une sphere concentrique et de rayon k. En effet, la 
premiere surface des ondes est l'enveloppe d'un plan P silue" 

k la distance o = — du centre de Tellipsoide (i) du para- 

graphe pr£c£dent que j'appellerai E; la seconde surface a ses 
points sur la droite le long de laquelle on compte la distance 
8'= p du centre de rellipsoi'de E. On a done 88' = A-; cette 
relation determine pr£cis£ment les points de la polaire r6ci- 
proque de la premiere surface par rapport k la sphere de 
rayon un. 

Done la surface des ondes qui est du quatri&me degri 
est aussi de la quatri&me classe et il est facile d'obtenir 
sa polaire riciproque. 

Un mot encore sur la surface des ondes : si Ton fait 

(5) x*-±-y* + z* = \> 

(G) a*x* ■+- b*y* -h c*z* = p, 

liquation (4) est satisfaite; on peut done exprimer les coor- 
donndes d'un point quelconque de la surface des ondes au 
moyen de \ et ja. En r£solvant les Equations pr6c£dentes et en 
posant 

on trouve 






(* -*»)'(!»- « l c')', 






dx dx 



2(1 IT OJT 
-jr j- = o, ce qui prouve que les 
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courbes d 'intersection de la surface des ondes avec les sur- 
faces (5) et (6), ou X et u, sont constants, se rencontrent k 
angle droit. 

XXVI. — Surface apsidale de rellipsoide. 

L'analyse du paragraphe pr6c6dent montre que la surface 

des ondes est une apsidale d'ellipsoide relative a son centre. 

Cherchons directement la surface apsidale de rellipsoide 

x* y* z % 
a 1 b 1 c x 

par rapport a son centre; entre les coordonn^es .r, y 7 z d'un 
point de rellipsoide et les coordonn^es du point correspon- 
dant x',y y z 1 de Tapsidale, on a alors les relations (p. 284) 

(1) xx'-hyy-+- zz = o, 

( 3 ) *'* H-/ 1 -f- *'* = a? J -h^ J -+- z* 

et, en exprimant que la normale & l'ellipsoide est dans le plan 
qui contient l'origine et les points x, y, z et x', \ J , s', 

(yz'— zf) ^ -h (**'— xz') £ -h (x/—yx') ~ = 1 . 
Cette Equation peut s'^crire 

(4) *>*(£ - £)+/**(£ - i) +**?(& - i)= «• 

Si entre (1), (2), (3), (4) on ^limine #, J', -3, on aura l'equa- 
tion de Tapsidale. Si Ton fait 

r* = j* +y* + ,5* = a?'* -+-/* -+- ,3'*, 

(a)et(4) donneiont 

a**-' AV r 1 *' 

/ a'^ b*y'* c*z'* \ , , 
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done, en verlu de (2), on a 



a t X '% fry'l c \ z '\ 

H = : = O: 



e'est liquation de 1'apsidale cherchee et l'on reconnait une 
surface des ondes. 



XXVII. — Sur les enveloppes des courbes gauches. 
Deux Equations de la forme 

repr6sentent ce que 1'on appelle une famille de courbes dans 
l'espace. Chaque valeur de a fournitune courbe particuliere ; 
raais, en ge'ne'ral, une courbe quelconque, 

(1) 0(^,7, *, a) = o, <K*,7, *, a) = o, 
ne coupera pas la courbe infiniraent voisine 

(2) <?(#,/, *, a-4-Aa) = o, <K#, /, *, a-f-Aa) = o, 

de sorte qu'il n'existera plus, comme en G6ometrie plane, de 
lieu d' intersections successives. 

Quoi qu'il en soit, si, en bornant les approximations au 
premier ordre, e'est-a-dire en remplacant les Equations (2) 
par 

(3) © -+- -r-J- da = o, <1/ -f- -?- a*a = o, 
v 'da 'da 

les courbes (1) et (3)«e coupent, le lieu de leurs intersec- 
tions portera le nom ftenveloppe. Pour qu'il y ait, k cet ordre 
d'approximation pres, intersection, il faut que les formules 
(1) et(3)soient compatibles ou, ce qui revient au m£me, que 
les suivantes le soient 

(4) = 0, ^ = o, 4=0, g=o; 
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en iliminant x, y, z entre ces Equations, on devra done avoir 
une Equation identique (quel que soil a). 

Supposons cetle condition remplie; ['elimination de a 
entre les trois Equations auxquelles se riduit le systime (4) 
fournira ce que Ton appelle Yenveloppe des courbes consi- 
diries. 

L'enveloppe est tangente a toutcs les courbes de la famille : 
en effet, les Equations <p = o, ty = o peuvent 6tre censies 
reprisenter l'enveloppe, si Ton y consid&re a comme tiri de 

1'une des Equations £quivalentes -* = o, - =o; et il est 
facile de voir que -~- et -7- ont les mimes valeurs, que a soit 
constant ou donni par les formules -r? = o ou -~ = o. 

r da da 

Riciproquement, si les courbes (1) sont tangenles a une 
mime courbe, cette courbe peut itre considirie comme leur 
enveloppe. En effet, soit 

le lieu des courbes donnies, la courbe tangente doit les ren- 
contrer toutes, et le lieu des points de contact est sur F = o; 
on peut done le reprisenter par F=o et par une Equation 

telle que 

e(.r,7, z, a) = o, 

appartenant aussi aux courbes de la famille ; seulement, pour 
la courbe tangente, a sera une fonction convenablement 
choisie de #, y, z. Or, pour que les dx, dy, dz soient les 

mimes, que a soit variable ou constant, il faut que — = o; 

la valeur de a fournie par cette Equation est celle qui convient 
a l'enveloppe. Comme application, cherchons la condition 
pour que la droite 

(1) x = az-\-p, y = bz-hq 

touche une courbe. II faut que les Equations 

o = z da -+- dpi o = z db -+- dq 
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soient compatibles avec les proposEes, ou que 

da dq — db dp = o. 

On pourrait trouver cette condition en identifiant les Equa- 
tions (1) avec les suivantes 

x — t' v — y' s — z' 



• ' • 



dx' dy dz' 

OU 

, , dx' 

X = X -+- (Z — Z) -z—.y • • •» 

dz 

qui sont celles d'une tangente a une courbe au point {x\y , -'); 
alorson aurait 

dx' , dy' , , dx' , , dy' 

a = -j-r 9 b = -: -. > p = x — z -,— > q = y — z -~ > 

dz dz r dz' J J dz 

ou, en Eli min ant dx' y dy\ dz\ 

p = x — az'y q = y' — bz' f 

dp ~ dx' — a dz' — z' da, dq == dy' — b dz' — z db. 
Done 

dp db — dq da — dx db — dy' da — (adb — b da) dz 

= dz'( adb — b da) — (a db — b da) dz' \ 

ou en fin 

dp db — dq da — o. 

Une mEthode analogue permettrait d'exprimer qu'une 
courbe mobile touche sans cesse une courbe fixe. 



XXVIII. — Remarque sur les enveloppes de courbes. 
Si Ton considere la surface reprEsentEe par 1'equation 

et les surfaces representees par les deux Equations 

(2) o(x,y,z) = o, ty(x,y, -) = o, 
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chacune des surfaces (2) coupera (1) suivant une courbe, et 
ces deux courbes Irac^es sur la surface (1) se rencontrent 
aux points reels ou imaginaires dont les coordonnees sont les 
solutions communes a (1) et (2). Si, pour fixer les idees, on 
suppose les equations (1) et (2) algebriques, on sera tente" de 
dire que deux courbes algebriques trac^es sur une mime sur- 
face se rencontrent to uj ours en un nombre fini de points; 
et qu'en general deux courbes quelconques tracers sur une 
mime surface se rencontrent, pourvu que leurs equations ne 
p risen tent pas quelque singularity introduite pour ainsi dire 
tout expres pour faire tomber notre conclusion en dcfaul. 

S'il en etait ainsi du reste, comme deux courbes quelcon- 
ques peuvent toujours Itre censles appartenir a une meme 
surface, il en rlsulterait que deux courbes quelconques se 
coupent ordinairement, et, pour parler avec plus de precision, 
que deux courbes algebriques se coupent toujours, ce que 
Ton sait It re faux. 

II y a la un paradoxe qu'il faut chercher a expliquer; et 
d'abord, il est incontestable que les courbes algebriques 
representees par les Equations (1) et(2) se coupent au sens 
analytique du mot et que si les Equations en question sont 
du degrl m, /i, /?, le nombre des intersections sera mnp. 

Prenons maintenant deux courbes algebriques quelconques 
representees par les Equations 

(3) ( ° (^»7» *) = o. 

et 

II y a toujours, avons-nous dit, une surface contenant ces 
deux courbes, par exemple la surface representee par Inequa- 
tion 

(5) 6o-h8 1 Gj 1 = o ou F=o, 

et il est clair qu'il y en aurait une infinite d'autres. Le rai- 
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sonnement en vertu duquel on conclurait que les courbes (3) 
et(4) se rencontrent consisterait a admettre que liquation 
F = o peut remplacer l'une des Equations (3) ou (4) et que 
nos courbes peuvent 6tre representees par les equations 

(G) F = o, 6=o 

et 

(;) F = o, w=o. 

Les courbes representees par les equations (6) et (7) se ren- 
contrent bien effectivement (au sens analvtique du mot); 
mais elles ne sont pas identiques aux courbes representees 
par les equations (3) et (4): cette digression, peut-etre un 
peu naive, etait, je crois, necessaire a 1'intelligence de ce qui 
va suivre. 

Nous avons vu que, pour trouver Tenveloppe de courbes 
representees par 

(8) y(x f jr,z,a) = o, ty(r,y, *, «) = 0, 

il fallait poser 

(U) 5-a^ ' d« =0; 

en supposant ces equations compatibles, 1'elimination de a 
fournit l'enveloppe. Pour faire le calcul, on pourrait £tre 
tente d'eliminer a entre les equations (8), ce quidonnerait la 
resultante 

(10) F(x,y,z) = o 

et de remplacer le sysleme (8) par le systeme 

(11) 0=0, F=o; 

alors l'enveloppe serait representee par la resultante de (1 1) 
et de 

do 
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et elle existerait toujours, puisque -r- = o est une identity. 

Effectivement, la courbe representee par les Equations (11) 
a une enveloppe, mais elle n'est pas identique a la courbe 
representee par les equations (8). La courbe (8) et la courbe 
voisine 

?(.r, r, z> o+Aa) — o, 'l>(r, y, z, a — Aa) — o 

sont bien sur la m£me surface F = o, mais elles ne se ren- 
contrent pas pour cela, parce qu'elles ne sont pas identiques 
aux courbes representees par 

<p(*,7, z, a) — o, F = o 
et 

y(x, y, z } a -t- Aa) — o, F — . 0. 

II va sans dire que, pour trouver l'enveloppe d'une famille 
de courbes, il ne faudrait pas non plus resoudre leurs equa- 
tions par rapport au param&tre qu'elles contiennent. 

En general, il faudra eviter de faire subir aux equations 
des courbes enveloppees une transformation pouvant modi- 
fier la nature de ces courbes. 



XXIX. — Des surfaces developpables. 

Les surfaces enveloppes d'un plan mobile portent le nom 
de surfaces developpables pour une raison que nous expo- 
serons plus loin ; de toutes les surfaces enveloppes ce sont 
les plus remarquables. La theorie generate des enveloppes 
prouve que : 

i° Les surfaces d&veloppables sont re glees , c'est-d-dire 
sont engendries par le mouvement d'une droite (genera- 
trice). 

Cette generatrice est la caracteristique du plan mobile. 

a Leplan tangent touche la surface tout le long d f une 
giniratrice ou caracteristique, et par consequent il n'y a 
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qu'un seulet mime plan tangent pour tous les points d'une 
mime giniratrice. 

3° Les generatrices touchent toutes une mime courbe 
appelie arite de rebroussement, 

Les generatrices d'une surface d^veloppable se rencontrent, 
au moins quand on se borne k consideVerles termesdu premier 
ordre, raais ceci a besoin d'etre edairci par quelques d6ve- 
loppements. 

La plus courte distance de deux generatrices voisines, tan- 
gen tes &l'ar£te de rebroussement, est moindre que la distance 
du point de contact de Tune & la seconde; or cette distance 
est du second ordre; done la plus courte distance de deux 
generatrices est du second ordre, au moins, par rapport & 
l'arc de Tar^te de rebroussement ou par rapport au parametre 
qui entre dans liquation d'une generatricc. Nous allons 
prouver que cette distance est du troisieme ordre. Cela 
resulte du theoreme suivant : 

Theoreme nE Bouquet. — Si la plus courte distance 
de deux droites contenant dans leurs equations un para- 
mitre variable est d' ordre supirieur au premier , elte est 
au moins du troisidme. 

Pour demon trer cette proposition, considerons une droite 
mobile 

(1) x = az -'rpt y = bz -4- q 

contenant dans son equation un seul parametre variable. 
Soil 

(a) x = (a -+- Aa)s -+-/>-+- A/>, y = (b -h lb)z -h q -+- \q 

l'equation d'une droite infiniment voisine; la plus courte 
distance h des droites (i) et (2) est donnee par la formule 



(3) 



, __ \a \q — \b \p 



/Aa* -+■ A6 J -+- (a A6 — b Aa )* 
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Or, aux lermes du troisieme ordre pres, on a 

Aa =-- da ■+- ^ d* a •+- . . . , 
Lb = db-*-id*b-*-.... 



La formule (3) donne alors, en negligeant les termesdu troi- 
sieme ordre, 

, __ (dadq — dbdp)-*-\(d*adq -+- dad* q — d>bdp — db d*p) 

yjda x -+- db* -+- (adb — bda)* 

Si h est d'ordrc superieur au premier, dadq — dbdp est nul ; 
orle second groupe ecrit entre parentheses au numerateur de 
h est la diflerentielle du premier dadq — dbdp : il est done 
nul en m£me temps que le premier, el h est d'ordre supe- 
rieur au second. 

Dans les cones, qui sont les enveloppes d'un plan mobile 
passant par un point fixe, les generatrices se rencontrent 
rigoureusement au sommet qui est l'ar£te de rebroussement 
de la surface; dans les cylindres, cette ar£te est a l'infini. 

Reciproquement, si la plus courte distance de deux gene- 
ratrices d'une surface reglee est d'ordre superieur au premier, 
ces generatrices seront tangentes a une meme courbe ; en effel, 
on pourra identifier les equations (i) avec celles d'une tan- 
gente a une courbe 

car Identification donne 

dx dx 

ass di' P = X - Z T*' 

Pour que ces equations soient compatibles, il faut qu'il existe 

dx 

entre elles une equation de condition independante de -jz 

et -y-\ eliminant -.- et ~t on a 
az dz dz 

p = x — az, q—y — bz 
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OU 

dp = dx — adz — zda, dq = dy — b dz — zdb 
et, en observant que dx = adz y dy = bdz, 

dp = — z da, dq = — zdb 
et, par suite, 

dp db — da dq = o. 

C'est la condition pour que la distance de deux generatrices 
soit d'ordre sup^rieur au premier. 

On peut arriver autre men t a ce r£sultat et trouver directe- 
ment la condition pour que la droite 

x = az -\-p, y = bz -+- q 

aitune enveloppeou pour qu'elle soit tan gen te a une courbe 
a double courbure. En effet, d'apres la th£orie des courbes 
enveloppes, il faudra que les Equations 

o = z da -+- dp, o = zdb -f- dq 

soient compatibles avec les pr£c6dentes, ce qui donne encore 

la relation 

dp db — da dq = o. 

Re'ciproquement, le lieu des tangentes a une courbe gauche 
est une surface d£veloppable. Nous verrons plus loin une 
demonstration analytique de ce fait; bornons-nous pour le 
moment a faire observer que le plan passant par une tangente 
paral [element k la tangente voisine est partout a une distance 
du second ordre de cette g6n6ratrice et par suite touche le 
lieu des tangentes tout le long de 1'une d'elles, et qu'il ne 
contient par suite qu'un seul parametre variable. 

La plus courte distance de deux generatrices d'une sur- 
face developpable ne peut jamais £tre d'un ordre superieur 
au troisieme (nous entendons par la qu'elle ne peut pas 
resteer de cet ordre); en effet, pour que cette distance 
fut du quatrieme ordre, il faudrait que, dans Texpression 
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de AaAgr — A6A/>, les termes du quatri&me ordre fussent 
nuls, ou que Ton eut, outre les relations 

(a) da dq — db dp — o, 

(b) dad*q -\-d*adq — dbdtp — d*bdp — o, 

la suivante : 

( \(dad*q-dbd* P ) 

\ + \{d*ad*q — d*bd*p) \-\(dq d*a — dp d*b) ^o. 

Or, en diflferentiant (6), on a 

dad*q -\-d % adq—db d*p — d*bdp-\- •id i ad l q — %d*b d*p = o ; 

en vertu de cette relation, (c) devient 

{d) d*a<Pq —d*bd*p = o\ 

or, en diflfcrentiant les Equations 

x = az -+-/>, ^ = 6,s-*-£, 
on a 

dx = a dz -\- z da -^ dp, dy — b dz ->r z db -\- dq\ 

mais ofx = ac&j, c/p = bdz y car la droite mobile est tangente 
au lieu des points x, y, z\ il en r^sulte 

z da 4- dp = o, z db -\- dq ~ o 

et, en difKrentiant, 

^ t/* a -t- c/a dk -+- c?*/> =o, z d* b -\- db dz -\- d* q — o. 

En £liminant £, il vient 

(dad i b — dbd i a)dz -\- d % p d % b — d*q d*a = o. 

En g£n£ral, rfs n'est pas nul (s'il Tetait, z serait constant] et 
le lieu des points x, y> z serait alors une courbe plane) ;^si 
Ton a alors egard a la formule (rf), on a 

(e) dad 2 b — dbd i a = o 
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ou bien 









d*a 


d*b 


ou 




t 


da 
d log da = 


" db 

= d log db. 


On 


i en 


conclut, 


en appelant k 
da- 


une constante, 

-- kdb 


el, 


par 


suite, 







a = kb -+- A', 

ft t* fi\ r 

k' d£signant une nouvelle constante; or a = -j-> 6= ~- * 

done 

eke -= kdy -+• k dz ; 

on en conclut, en appelant k" une nouvelle constante, 

x = ky -r- A'>3 -+- A"', 

ce qui prouve que la courbe lieu des points x,y,z est plane, 
et par suite la distance de deux tangentes est rigoureusement 
nulle-, cette distance ne peut done 6tre qu'accidentellement 
d'ordre sup^rieur au troisieme. 

XXX. — Equation differentielle des surfaces developpables. 

Une surface developpable peut 6tre representee par liqua- 
tion d'une envelopp£e (plan quelconque dont les coefficients 
p, q> 6 sont fonctions d'un raerae para metre a) 

(i) z=px + qy + b, 

et par sa derivee prise par rapport a a 

(a) o — p'x-h q'y~\- 6 f . 

Les formules (i) et (2) repr£sentent une g6n£ratricc rectiligne 
(caracleristique) ou la surface, a volont6, suivant que a est 
constant ou variable. L'ar&te de rebroussement est fournie 
par (1) et (2) et la dlrivle de (2) 

i'i) o = p"x-\-q"y-{-V. 
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On remarque (Tabord que, /?, q et 6 £tant fonctions d'lin 
meme param&tre, q est fonction de p\ soit 

(4) ? = ?(/>)• 

On a d'ailleurs 

dz _ dz 

P ~~ dx ' <ty* 

car (i) est l'equation d'un plan tangent. On peutle constater 
en diflerentiant (i) par rapport a x, en y regardant a comme 
fonction de x ety deduite de (2); on a alors 

- d -=P+{p^qy^)^ 

ou, en vertu de (2), 

dz 

Le caract&re fond amen tal des surfaces d£veloppables, ce 
qui en fait pr£cis£ment des surfaces exceptionnelles, c'est que 
le plan tangent renferme un seul param6tre variable et que 
ce plan ne peut £tre assujetti qu'a une seule condition, telle 
que de passer par un point. Dans la sphere qui n'est pas 
diveloppable, le plan tangent peut 6tre assujetti a deux con- 
ditions : ainsi Ton peut mener a cette surface un plan tangent 
passant par deux points donnas. 

On peut d'ailleurs prouver que, s'il existe entre p et q une 
relation 

? = ?(/>)> 

la surface representee par cette Equation diffirentielle est 
developpable. En effet, le plan tangent a la surface en x, v, z 

est 

{X—x)p + {y-y)q = Z-s 

OU 

z=/>x-*-?y + o, 

en posant, poi r abr£ger, 

== z — px — qr. 
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U est facile de prouver que 8 est une fonction dep seul; en 
effet, en observant que dz est £gal kpdx + qdy, on a 

d8 __ dp dq 

dx ~~ dx * dx' 

dft dp dq 

— r= — x -=- — Y * 

dy dy J dy 

m 

Si Ton forme le determinant . , \ > on trouve 

d(x,y) 



* \dx dy dy dx) 



ou 

<*(?» P) 



—y 



d ( x iy) 



c'est-a-dire z£ro, puisque, q 6tant fonction de /?, d( l doit 

fitre nul. Ainsi done, si la relation q = <f(p) est satisfaite, le 
plan tangent ne contiendra qu'un seul para metre variable 
dans son Equation. La surface en question est done 1'enve- 
loppe d'un plan qui ne contient qu'un seul parametre variable ; 
par suite elle est dlveloppable. Ainsi, en r£sum£ : 

Pour que le plan tangent a une surface renferme deux 
paramitres variables ou pour que la condition d'itre 
tangent & une surface soit simple pour un plan, il faut 
et il suffit que la surface ne soit pas developpable, ou 
qu'il n'existe pas de relation entre p et q. 

La relation q = <p(/>) est parfois remplac£e par une autre 
plus facile a verifier. Voici comment on l'obtient : 

Quand deux fonctions p et q de x et de y sont fonctions 
Tune de l'autre, leur determinant fonctionnel est nul; et, 
r£ciproquement, si leur determinant est nul,/? et q sont lies 
par une relation telle que q = <?(p) \ posons 

dp d*z dp dq d*z 

~~ dx ~" dx 2 ~~ dy ~" dx ~~ dxdy 

dq __ d*z 

~~ ty ~~ dy* 

L. — Traited' Analyse, II. ao 
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Le determinant dep et q sera 



r s 
s t 



= rt — ** 



et, par suite, les deux relations 

ou (f est indetermin£, et 

(5) rf — s* = o 

seront ^quivalentes; cette relation (5) appartient done exclu- 
sivement aux surfaces developpables. 

Theoreme. — Le lieu des tangentes a une courbe & double 
courbure est une surface devetoppable. 

Soient, en eflet, a, (3, y les coordonn£es d'un point d'une 
courbe a double courbure ; si 1'on designe les d£riv6es prises 
par rapport k y au moyen d'accents, les Equations de la tan- 
gente k la courbe consid£r£e au point (a, (3, y) seront 

ir-P = ?'(^-Y). 

Si Ton suppose a et (3 exprim6s en fonction de y au moyen 
des equations de la courbe, l'£limination de y fera connaitre 
liquation du lieu des tangentes. Or ces equations (i), prises 
simultanement, peuvent etre censdes repr£senler le lieu des 
tangentes, et, en consid^rant y comme une fonction de x 7 y^ z 
d£finie par Tune d'elles, on pourra diflferentier ces Equations 
par rapport a x et a y, ce qui donnera 

•-r2+«-T)£-r(,-S) 
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de ces Equations on tire 

Si Ton elimine —■ et ^> £ — y s'^limine en m^me temps, et 
i'on a 

j_ £ _ PL* 

p el q sont done fonctions de y seul, c'est-&-dire qu'ils sont 
fonetions l'un de l'autre ; la relation 

q = ?(/>)> 

caracteYistique des surfaces d£veloppables, est done satisfaite. 

Ainsi, en r£sum£, nous avons deux modes de generation 
des surfaces d^veloppables : 

i° Par enveloppe d'un plan mobile; 

2° Par le mouvement d'une droite qui reste tangente 
a une courbe ou, ce qui revient au m£me, qui se meut 
de telle sorte que sa plus courte distance avec la droite 
voisine soit du troisieme ordre. 

II est d'ailleurs facile de constater que la plus courle dis- 
tance de deux tangentes d'une courbe k double courbure est 
du troisieme ordre, car la relation 

da d £ — dbdoi = o 

est satisfaite en remplagant a par a', b par [3', a par a — ya' 
et £ par p — y£'. 

Mais il faut remarquer que la distance d'un point de la 
courbe k la tangente men^e par le point voisin n'est que du 
second ordre : si Ton cherche, en effet, la distance h du point 
x -f- A.r, y -H A/, z -f- As k la droite 

X — x _ Y — y _ Z — z 

dx ~~ dy ~~ dz 
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on trouve 

u\ __ (dzty — dykz)*-*- (dxbz — dzbx)*-h (dykx — dxhy)* m 
"~ dx* -+- dy* ■+- dz* ' 

en remplacant A# par dx •+• £ d 2 x + • • • , on a . 

, f __ (dzd*y — d l zdy) t -\-(dxd l z — dzd*x)*-\-(dyd*x — dtydx}* 
~~ 4 (dx* ■+- dy* ■+- ate*) " 

A 2 est du quatrieme ordre au moins; done h est du second 
ordre ct il est facile de voir qu'il n'est jamais d 'ordre supe"- 
rieur, sans quoi il faudrait que Ton eut a la fois 

dzd*y — d*zdy = o, dxd x z — d*xdz = o, dyd % x — dxd*y = o 

ou 

dtx __ d % y __ d x z 

dx ~~~ dy ~ dz 

ou 

diogdx = dlogdy = d log dz; 

il en rdsulte que 

\ogdx -+- log a = logdy ■+- log 6 = logife -+- logc, 

a, 6, c designant des constantes arbitraires dont le nombre 
se r£duit a deux distinctes. On en conclut 

adx = bdy = cdz 

ou 

ax -\- a' = by -\- b' = cz -\- c\ 

a', b\ d designant de nouvelles constantes. Ces Equations 
sont celles d'une droite et, par suite, la distance d'un point 
d'une courbe propremenl dite k la tangente voisine est du 
second ordre. Accidentellement, cette distance pourra e*tre 
du troisieme ordre, mais cette circonstance ne saurait se pre- 
senter tout le long de la courbe. 
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XXXI. — Surfaces touchees par nn plan suivant une ligne. 

Nous avons vu que le plan tangent a une developpable la 
touchait tout le long d'une g£neratrice rectiligne; on pent 
prouver que r^ciproquement : 

Si une surface est toujours touchie par son plan tangent 
suivant une ligne : i° cette ligne est droite; 2° la surface 
est developpable. 

En effet, si le plan tangent touche la surface suivant une 
ligne, il restera le m£me quand le point de contact (#, y, z) 
d6crira la ligne en question; si alors F = o est liquation de 
la surface e t/( x, y, z, a) = o liquation des lignes de contact, 

p = j- et q = -£- seront des fonctions du seul pararri&tre a, 

en sorte que l'on en conclut que 

p = fonct. (q), 

c'est-&-dire que la surface est developpable. 

On peut d'ailleurs prouver que, tout le long d'une ligne 
suivant laquelle un plan touche une surface, on a 



rt — s* = o 



( r= S' •••) 



de sorte que, si partout une surface est touchie par un plan 
suivant une ligne, cette surface est developpable. 

Pour d£montrer cette proposition, il suffit d'observer que, 
le plan tangent ayant pour equation 

Z-z=p(X-x) + q{Y-y), 

cette Equation devra rester la m£me quand on changera x 
enj-f- dxj y eny -+- dy et z en z -h Az ; or elle devient alors 

Z — z — Lz =p(X — x — dx) -+- q(Y —y — dy)\ 

et il faut que 

A£ = pdx -+- qdy = dz ou As — dz = o ; 
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done, en vertu de la formule de Taylor, 

\d*z -+- \d*z -t-. . . = o, 

ce qui exige que 

d*.s = o, d>z=o, .... 
Liquation 

(i) rdx x -\- isdxdy-±- tcty* = o 

determine la direction dx^ dy le long de laquelle il y a 
contact, et Ton voit qu'en g£ne>al il existe deux directions 
dans lesquelles le plan tangent reste, en se depla^ant, sen- 
aiblement parallele a lui-m£me ; mais, si Ton veut qu'il reste 
rigoureusement fixe, il faudra exprimer que dp = oetdq=Oj 
ou que l'on a a la fois 

rdx-\-sdy =o, sdx-\-tdy = o, 

ce qui donne rt — s 2 = o; liquation (i) a alors ses racines 
6gales et les deux directions, dans lesquelles le plan tangent 
ne se de*place presque pas, sont confondues. 

XXXII. — Circonscrire une developpable a one surface donnee. 

Liquation q = ?(/>) ou 

(i) F(/>,f) = o 

caract£rise, comme nous avons vu, les surfaces develop- 
pables. 

Supposons que, dans cette formule (i) (qui est une iden- 
tity quand il s'agit d'une surface d£veloppable), on remplace 
p et q par le p et le q d'une autre surface S quelconque; 
liquation (i) cessera d'etre identique, elle £tablira une rela- 
tion entre les coordonnles des points de la surface S; elle 
repr£sentera alors le lieu des points de cette surface S, pour 
lesquels le plan tangent est celui d'une d^veloppable ; (i) est 
done liquation de la courbe de contact d'une d^veloppable cir- 
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conscrite. Si Ton suppose que la surface S ait pour Equation 

f(*>y> *) = <>, 

la formule (i) peut 6tre remplac£e par 

ou F repr&ente alors une fonction homog&ne. 

Une question se pose imm£diatement : Peut-on circon- 
scrire a une surface donnle une d£veloppablc suivant une 
courbe donn^e trac^e sur la surface? La r^ponse k cette ques- 
tion sera affirmative, si Ton observe qu'on obtiendra une 
d£veloppable circonscrite suivant la courbe donn£e, en cher- 
chant l'enveloppe des plans tangents k la surface men£s par 
les points de la courbe donn£e. 

II n'en est plus de m^me quand on se donne la relation 
F(p 7 q) = o y par exemple quand on dit que la surface cir- 
conscrite est un c6ne ou un cylindre. 

C'est ici l'occasion de faire connaitre une nouvellc m£thode 
pour circonscrire un c6ne ou un cylindre k une surface. Pour 
circonscrire le c6ne, on peut chercher l'enveloppe des plans 
tangents k la surface passant par le sommet cens£ donn£ du 
c6ne. Pour circonscrire un cylindre, on cherche l'enveloppe 
des plans tangents parall&les k une droite fixe. 

Par exemple, liquation g£n£rale des plans tangents k un 
ellipsoide est 



(1) x cos a -\-y cos (3 -\-z cosYH-/« 1 cos , an- b* cos 1 p -+- c 1 cos 1 y = o; 
si l'on pose 

(2) X cosa-t- [i cos p + v cosy = °» 

ce plan tangent sera parall&le k une droite fixe son enveloppe 
s'obtiendra en observant que 

(3) cos*a-t-cos*|3-+-cos*Y = 1 
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et en £liminant a, (3, y entre (i), (2), (3) et 

x ■+- =r a* cos a yH-=r6*cos3 * -i- ?c 0*0057 
R ^ R r R - 

\ n =°- 

cos a cos (3 cosy ; 

R d£signant, pour abr£ger, le radical. Les calculs auxquels 
conduit cette m£thode paraissent moins simples, en general, 
que ceux que nous avons indiqu£s plus haut. 

Le probleme qui consiste a circonscrire une developpable 
a une surface donn£e est ind£termin£, tant qu'on ne fait pas 
connaitre la nature de la developpable que Ton veut circon- 
scrire. Le probleme devient parfaitement determine quand 
on se propose de circonscrire une developpable a deux sur- 
faces donn^es; cette developpable peut se definir : l'enve- 
loppe du plan tangent commun aux deux surfaces. G'est 
dans un autre Chapitre que nous verrons le r6le important 
de cette developpable. 

Nous aurions encore un bon nombre de questions a r6- 
soudre sur les d£veloppables, mais ces questions seront 
mieux placets ailleurs, ou nous disposerons de moyens plus 
puissants pour les etudier. 

XXXIII. — fitymologie du mot developpable. 

Considerons une surface developpable. SoientMN son ar£te 
de rebroussement, M'N' une section plane ; soient MM' et NN' 
deux generatrices. Menons dans le plan de la section plane 
la tangente M'N" a M'N'; le plan M M'N" sera tangent & la 
surface. Prcnons sur M'N" une longueur M'm n = M'/w'et par 
le point rri 1 menons une droite m n T m w dans le plan tangent 
qui fasse avec M'N" un angle 6gal a Tangle que mm' fait avec 
la courbe M'N'; prenons enfin m ,r m m = m'm, la courbe lieu 
des points rri' sera dite la transformed de MwN. Plus genera- 
lement, si Ton prend m l, a'= m'a, le point a' sera le trans- 
forme* de a et une courbe decrile par le point a sur la surface 
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developpable aura pour transformie le lieu des points cor- 
respondants a! de a. L'ensemble des figures transformies, 
de celles qui sont trac^es sur la developpable, constitue ce 
que l'on appelle le developpement de la surface. 

Quand on fait le developpement d'une surface develop- 
pable, les courbes transform^es sont egales en longueur a 




leurs correspondantes. Si, en effet, on suppose m!N f infini- 
ment petit, tout quadrilat&re tel que abm'W sera £gal a son 
correspondant a!b f m"N" par construction ; done ab sera egal a 
sa transformee a'b f aux termes du troisi&me ordre pr£s ; en ap- 
pelant ds et ds' ces deux arcs, on aura done ds = ds! ou5 = s r . 

II r^sulte de la que, si Ton fend la surface suivant des gene- 
ratrices voisines et si Ton fait tourner chaque element de sur- 
face autour de ses bords rectilignes de mani&re a amener toutes 
les generatrices dans un m&me plan, elle coi'neidera avec la 
figure transformee ; elle est done susceptible de se developper 
et de s'etaler sur un plan. 

II estbond'observer que les courbes qui coupen ties gene- 
ratrices a angle droit deviennent apr£s le developpement les 
developpantes de la transformee de Tardte de rebroussement. 
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XXXIV. — Theorie des developpables isotropes. 

Prenons des coord onn£es rectangulaires : 
Liquation des spheres de rayon nul ay ant leur centre 
en a, (3, y est 

cette Equation peut 6tre cens£e repr£senter un c6ne imagi- 
naire desommet a, (3, y; unpareil c6ne, asymptote de toutes 
les spheres ayant leur centre en a, (3, y> s'appelle un cdne 
isotrope, ses generatrices sont ce qu'on appelle des droites 
isotropes. Si Ton designe par a, b, c les coefficients direc- 
teurs d'une droite isotrope, on auraalors 

a* -h b x -+- c* = o ; 

cette Equation caract£rise les droites isotropes qui, en vertu 
mime de cette Equation, sont perpendiculaires sur elles- 
m£mes. Si Ton suppose c = o,onaa 2 + 4 2 = o, et Ton voit 
que les droites isotropes du plan des xy ontpour coefficients 

angulaires =L y/ — i . 

Un plan isotrope est un plan asymptote de sphere; c'est, 
si Ton veut, un plan tangent a un c6ne isotrope. Pans un 
plan isotrope, les ombilics sont confondus. Deux plans iso- 
tropes infiniment voisins se coupent suivant une droite iso- 
trope, et deux droites isotropes infiniment voisines se coupant 
en un point a, (3, y determinent un plan isotrope. 

Toutes les spheres passent par une conique fixe situ£e 
dans le plan de Tinfini, qui est imaginaire et que nousappel- 
lerons Yombilicale (Laguerre) ou le cercle imaginaire de Tin- 
fini. Cette conique ombilicale est d'ailleurs le lieu des ombilics 
de tous les plans de l'espace. 

Toutes les droites isotropes passant par un point de l'es- 
pace forment un cdne isotrope ou une sphere de rayon nul 
ayant son centre en ce point. 
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L'ombilicale est le lieu des traces de toutes les droites iso- 
tropes sur le plan de l'infini (t = o). 

Par une droite quelconque passent deux plans dont les 
traces sur le plan de l'infini touchent l'ombilicale : ces plans 
sont dits plans isotropes relatifs k cette droite. 

On appelle d&veloppables isotropes celles dont les gene- 
ratrices sont isotropes ; elles sont par suite des enveloppes de 
plans isotropes. 

A toute surface on peut circonscrire une d^veloppable iso- 
trope qui sera dite diveloppable iso trope de cette surface. 

Les d^veloppables isotropes jouissent de cette propriety 
curieuse que leurs normales sont precisement leurs genera- 
trices. En effet, consid£rons une droite isotrope ; cette droite 
est une g£n£ratrice du c6ne 

(*-«)*-»- (y - p)* -h (3 - y) 2 = o; 
on peut done la repr£senter par 

(l) °^—^ =Z^1 = ±Hl = p a J + 6«4-c l =0. 

a b c r 

Si l'on veut que cette droite engendre une d^veloppable, il 
faut exprimer que dans une quelconque de ses positions elle 
rencontre la droite voisine. A cet effet, £crivons (i) ainsi : 

x = a-\- ap 7 y = $ -h bp, z = y-\-cp; 
la droite voisine a pour Equations 

x = a-t- rfa-+-(a-4- da) p -h (p -+• dp) a, ...; 

l'eiimination de x, y, z 7 p, dp conduira & liquation de con- 
dition cherchee. L'£limi nation de x 9 y, z se fait par sous trac- 
tion, et Ton a 

o = cf(x + arfp4-p da, 

o = d$ ■+- b dp -4- p db, 
o =z dy -+- c dp ■+■ p dc\ 

on ^limine p et dp en multipliant ces Equations par a, b, c et 
en observant que,. a 2 + b 2 -f- c 2 £tant nul, on a 

a da -f- b db -+- c dc = o ; 
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on a alors, en ajoutant, 

a da -+- b d$ -+- c dy = o, 

ce qui montre que la direction a, b> c de la g£ne>atrice est 
perpendiculaire a celle de la ligne rfa, <f(3, dy trac£e sur la 
surface; or la direction a, b, c est d£ja perpendiculaire a 
elle-m&me puisque a 2 -f- b 2 -+- c 2 == o ; done la gene>atrice 
d'une developpable isotrope est normale a la surface. 

La developpable en question doit 6tre telle que, si l'on 

dz dz 

pose p = -T- , q = — , on ait 

/>' -4- #* -4- i = o, 

ce qui exprime que la normale a la surface est normale a 
elle-meme. R£ciproquement, cette Equation est celle d'une 
developpable : pour avoir son Equation finie, il faut chercher 
l'enveloppe du plan repre'sente par l'equation 

Z=pX-hq Y -+-/(/>), 

ouf(p) est quelconque et ou q = y/i -+-p 2 \/ — i- La caracte- 
ristique, ou la g6n£ratrice de l'enveloppe, sera donnee par 
liquation prec^dente et sa derived 

Les coefficients directeurs de cette droite sont 

et la somme de leurs carres fait o. Done la g6n£ratrice est 
isotrope : ainsi l'equation 

p 2 -+- q* -+■ i = o 

caracteYise les developpables isotropes. 

XXXV. — Des foyers et des locales des surfaces. 

On appelle /bjrer d'une surface le centre d'une sphere de 
rayon nul, doublemcnt tangente a la surface. 
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La sphere de rayon nul est un cdne : on peut done dire 
aussi que le foyer d'une surface est le sommet d'un c6ne 
isotrope doublement tangent k la surface. 

II r^sulte de Ik qu'un foyer est un point d'ou Ton peut 
mener deux plans tangents isotropes k la surface. 

Joiguons le foyer F aux points de contact M et M' avec la 
surface du c6ne isotrope de sommet F; FM et FM' seront deux 
generatrices du c6ne isotrope bitangent : ce seront deux 
droites isotropes tangentes a la surface. 

Ceci pose, on appelle focale d'une surface le lieu de ses 
foyers. 

Assujettir une sphere a toucher une surface, e'est I'assu- 
jettir k une seule condition; l'assujettir a £tre doublement 
tangente k une surface, e'est l'assujettir a deux conditions ; 
l'assujettir a avoir un rayon nul, e'est l'assujettir k une troi- 
sieme condition : done, en general, il existera un lieu de 
foyers qui sera une ligne. 

Ainsi se trouve demontr£e l'existence des focales. Mais 
on peut en donner une autre definition qui aura son utility. 

Par tous les points F de la focale $ de la surface S, faisons 
passer les cdnes bitangents ; soient FM et FM' les generatrices 
de contact et appelons P et P' les plans de contact correspon- 
dants. Le plan P coupe le plan infiniment voisin suivant 
une droite isotrope passant en F, et qui ne peut £tre qu'une 
gene*ratrice du c6ne isotrope ayant son sommet en F; cette 
droite est alors FM; les generatrices de contact FM et FM' 
sont done des generatrices de la developpable isotrope cir- 
conscrite k la surface S. Or cette developpable est bien deter- 
min£e, puisque, son equation diflferentielle etant 

jpt + ^ + I=0} 

e'est aussi Inequation de sa courbe de contact avec la surface . 
Cette developpable se coupe elle-meme, puisque deux de ses 
generatrices passent par un m£me point (sans faire un angle 
inurnment petit); elle a done une ligne suivant laquelle elle 
se coupe elle-meme ou, comme on le dit quelquefois, une 
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ligne double ou singuliire. Cette ligne double est la focale 
de S. Ainsi : 

La focale d'une surface est la ligne double de la deve- 
loppable isotrope circonscrite a la surface. 

Deux surfaces sont homofocales quand elles ont les m£mes 
focales. 



XXXVI. — Focales et foyers des surfaces dn second ordre. 

On trouvera facilement les focales des surfaces du second 
ordre en observant que, si S = o d£signe une surface de cet 
ordre, S -j-XPQ = o, P et Q repr£sentant deux polynomes 
du premier degr£, represente liquation des surfaces du 
second ordre bitangentes a la premiere. En exprimant que 
cette surface est une sphere de rayon nul 

a, (3, y repr^senteront les foyers : on devra done avoir identi- 
quement 

[x £tant un facte ur constant, ou 

S- l x[( a r-«)t-«-(jr-p)t- t -(^- Y )«] = XPQ. 

Le premier membrc de cette identity devra done se ramener 
a une somme de deux carr£s. 

Soit 

S = kx* -f- B/» -+- Cz* - II = o 

liquation donn£e, 

A a?* -{- B7* -h C** — \i[(x — a)* ->r(y — P)» -+- (-5 — y)] 1 — H 

devant &tre une somme de deux carr^s, il est n£cessaire 
qu'une des variables disparaisse : done a = o et jjl = A ; done 

Bji-f. c*» - A[(j -p)*-h (z - ■/)«] - H 
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doit e'tre une somme de deux carr£s ; or cette quantity peut 
s'e'crire 

(B — \)y* -+- (G — A)** -+- 2 A $y + 2 k^z — A(P» -4- y 1 ) - H 
ou 



6 



A j As A*v* 



et sera une somme de deux carr£s si Ton a 

BB* Cy* H 

r • ' ■ — =o. 



B — A G— A A 

Cette Equation jointe & a = o repr^sente la focale. II y a 
done trois coniques focales, une dans chaque plan principal. 
Quand H = o, ces coniques se r^duisent & des droites; ainsi 
les c6nes ont pour focales des lignes droites. 

Supposons qu'il s'agisse d'un ellipsoide dont les axes soient 
2a > ib > 2c; les focales auront pour Equations 



a 2 


J! 


b* 


-h 


Y 1 
a* — c* 


-f- i 


= 0, 


£*~ 


Jl 


c* 


■+■ 


a* 


-+- i 


= o, 




a» 




-+- 


P 1 


-4- 1 


— r\ 



c 2 — a* c 2 — 6* 

La premiere est imaginaire, la seconde est une hyperbole, la 
derniere une ellipse. 

On voit que ces Equations ne dependent que des differences 
des axes ; les surfaces comprises dans la formule 

x* y* z* _ 

a*+), " ~b*-t- X "^ c«-^X ~~ *' 

sont done homofocales, les sections principales ont les memes 
foyers. L'etude de ces surfaces homofocales sera faite plus 
loin. 

Pour trouver les focales du paraboloide 

P# 2 -r-Q/ 2 ^- 2~, 



i. 
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on devra faire en sorte que 

Pj«4- Q^ j — iz — X [(x — <x)» -4- (y — P)* -H (* — Y) 1 ] 

soit une somme de deux carr^s ; il faut done que X = P ou Q 
et que a ou (3 soit nul ; il faut ensuite qu'en d^composant 

9 

en caries, on n'en trouve que deux, ce qui exige que 

PQa* aQY— i _ 
Q-P"' Q ~ ' 

En particulier, pour le paraboloi'de 

P 9 
on a les deux focales 

— *i + q = o, 



_P!_ 



— 2Y -t-/> = Oj 



qui sont des paraboles. 

Nous 6noncerons seulement les propri£t£s suivantes des 
focales, sans les demontrer : 

Leplan tangent et la normale en un point d'une surface 
du second ordre rencontrent un plan principal suivant un 
point et une droite qui sont f Vun le pdle, et C autre la 
polaire correspondante de lafocale. (Ghasles.) 

La distance d } un point de la surface a un foyer est un 
produit de deux fonctions lindaires. (Amiot.) 

Si Von appelle foyer d'une courbe du second degri dans 
Vespace les points tels que leurs distances a un point de la 
courbe soient des fonctions liniaires des coordonnees de ce 
point. Les points d 'une focale seront les foyers de I' autre. 
(Amiot.) 

La somme ou la difference des distances de deux foyers 
fixes d'une courbe de second degri a un point de cette 
courbe est constante. 
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Dans un cdne, les focales se riduisent & des droites 
rielles ou imaginaires, ainsi que nous Vavons fait obser- 
ver; ces droites focales jouissent des propriitis suivantes: 

La somme de* angles que font les plans passant par 
une gineratrice du cdne et les focales est constante. 

Un cdne du second degre est coupi par une sphere sui- 
vant une courbe appelie ellipse sphdrique, quand le som- 
me t du cdne est au centre de la sphere. Les focales ren- 
contrent la sphere en des points appeUs foyers et tels que 
la somme des rayons sphdriques, issus de ces points et 
aboutissant a un point de la courbe, est constante. 

XXXVII. — Surfaces homofocales du second degre. 

Liquation g£n£rale des surfaces homofocales du second 
degrl, c'est-a-dire des surfaces ayant les m£mes focales, est 

, x X* Y* Z* 

(l) -5 h -rf \- -; = I, 

w a*-*-p 6* -+- p c*-h p 

p dlsignant un paramfctre variable. 

i° Ces surfaces sont telles que leurs sections principales 
ont les mimes foyers que celles de Vellipsoide 

x* y* z* _ 

2° Par chaque point riel de Vespace passent trois sur- 
faces de la famille, qui sont rielles; Vune est un ellip- 
solde, les deux autressont des hyperbololdes a une et deux 
nappes. 

En effet, si Ton se donne x, y, z, il en r£sulte pour p trois 
valeurs, en vertu de liquation (i) qui est du troisi^me degr£ ; 
ces trois valeurs sont r£elles : pour s'en assurer, il suffit de 
supposer a^>b>c et de faire, successivement, 

p = — oo, p = — a*— e, p = — a*-+-e, p = — 6 s — e, 

p = — 6* -h e, p = —c*—t, p = — c* -t- e, p = °°> 
L. — Traite d' Analyse, II. ai 
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e d£signant une quantity tris petite, mais positive; la fonc- 
tion -j h -rj£- 1 — - i prend les signes respectifs 



> > ~*~t ? ~<~y i ~t~i 



II y a done une racine entre — a 2 et — ft 2 , une enlre — b 2 et 
— c 2 , une entre — c 2 et -f- oo ; appelant X, jjl, v ces racines, 
on a, pour les Equations des trois surfaces r^elles pas- 
sant en x,y 9 z, 



a*H-X 


■+■ 




x + 




X 


X* 


-f- 


y % 

6*4- 


— h 


z* 




a*-h jx 


c*-+- 


P- 


a* 


4- 


y % 


— h 


* 2 





= I 



et, en supposant 

— a*<X<-&*<n<-c*<v, 

la premi&re surface sera un hyperboloi'de & deux nappes, la 
seconde un hyperboloi'de a une nappe et la troisi&me un ellip- 
soide. 

3° \, u, v etant donnis, onpeut se proposer de calculer 
x, y y z. 

A cet effet, observons que \ |x, v sont racines de liqua- 
tion (i), qu'on peut ecrire 

x % y x z* 

u u-hb* — a 1 it + c 1 — a 1 ~ ' 

■ 

en posant p = u — a 2 ; cette Equation elle-m£me prend la 
forme entire 

x*( u -H b 1 — a*)(a + c ! - a*)4- ... — u(u -+-b* — a*)(it -+- c*—***) == o. 

Le produit des racines est x 2 (b 2 — a 2 )(c 2 — a 2 ); or les 
racines sont X + a 2 , |x 4- a 2 , v -+- a 2 : on a done 

*«(&* — a*)(c* — a*) = (X -4- a»)(n -+- a*)(v -4- a*) 
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ou 



(3) 



'a 


-*-a*)(|x-+-a*)( 


v -na 1 ) 




(a*— 6*)(a* — 


c*) 


'a 


-+-&«)(|a -+-£»)(< 


*-+-&*) 




(&* — a*)(6* — 


c«) 


'a 


-+-C 1 )({JL-+-C 4 )(V 


-+-c*) 



4° Z»C5 surfaces homofocales (i)se coupent a angle droit, 
c* est-a-dire que leurs plans tangents, ou leurs normales 
aux points communs, se coupent ainsi. 

En effet, si Ton re tranche, par exemple, Tune de l'aulre les 

formules (2), on a 

x* x* 

a* -f- X a* -+- p. 

comme 

x* ( |x — X ) _ x* x l 

(a«-f-X)(a*H-|x) ~ (a«-+-X) ~~ («*-+- jx)' 

on peut ^crire liquation pr£c6dente ainsi 

xx y y z z 

a* + U ! + |x fci + X^-f-jx c*-4-X c?-+- jjl ' 

ce qui exprime que les directions 

x y z 

a*T~X' b*-h\' c>-4-X 
et 

^-Hjx' 6*H-|a' C*-f-JJL 

des normales aux surfaces (2) en x,y, z sont rectangulaires ; 
done, etc. c. q. f. d. 

XXXVIII. — Points correspondants. 

On appelle points correspondants, sur deux surfaces homo- 
focales de mdme fa mil I e et de m£me espece, deux points 
situ6s sur une m£me courbe du quatrieme ordre, intersection 
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de d>eux surfaces homofocales, orthogonales a celles-ci et 
d'esp&ce differente. 

Ainsi, deux points correspondants sur deux ellipsoides 
homofocaux sont deux points situ£s sur la courbe d'inter- 
section de deux hyperboloides homofocaux a ces ellipsoides, 
Tun a une, l'autre a deux nappes. Les points correspondants 
jouissent de propri£t£s curieuses qui ont £t£ utilises en 
M£canique et c'est pour cette raison que nous les ferons con- 
naitre. 

D'abord faisons varier v dans les Equations (3) en faisantX 
et pi £gaux a des constantes. On voit que, si od ,y* , z 1 d£signent 
les valeurs que prennent x,y, z quand on y remplace v par v', 

on a 

x* __ v -+- a* y* __ v -+- b* z % __ v -+- c* # 

x 7 * ~~ v'-+-a*' /* " v'-h^' *'*"~v r +c i ' 

done les coordonnees de mime nom de deux points corres- 
pondants sont entre elles comme les axes qui leur sont 
parallHes. 

En posant^^+^/^-^et non _^__ i ,... > <m 

fera correspondre sans ambiguity un point d'un ellipsoide a 
un autre point et a un seul de l'autre ellipsoide : c'est ce que 
nous ferons a Tavenir. 

Theoreme I. — La difference des carres des distances 
des deux points correspondants au centre est const ante. 

En effet, d'apr&s les formules (3), on a 

/ tm j* /.x V (^ H-a J )(M.-+-a 1 )(v — v') 
x t + y t + z > _ (a * +y, + *>>)= ^ (a ,_6, )(a ,_ c ,) 

= X,x(v-v')^ ^_ 6 , ) , (at _ c , ) 

r ) 



+ X ( v - v, )2 ( a»-6«Ka»-c»; 
+ |X(V - v')^ (a ,_^ a t_ c , 



-+- ( v w ">2i(a*— 6«)(a« — c»)' 
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les coefficients de \p, \ [A, sont identiquement nuls, celui 
du dernier terme est £gal a un : done la difference en question 
est v — v'. c. Q. F. D. 

Teoreme II. — Soient M et N deux points, M' et N' leurs 

correspondants ; on a 

MN'=NM'; 

en effet, soient x, y, z les coordonn6es de M; x',y\ z t celles 
de son correspondant M'; x^y^ z K celles de N, et x\,y\, z\ 
celles de N', on aura 



• • • « 



MN' =(x-a/ x y + (y-y x )* + (z-z\)*\ 
or 

done 

On trouve de m£me 



M'N*= — *— (a?/v' -+- a* — tfj/v-h a' )*+-...; 
v -4- a* ' 



done 



■* c 



MN' — M'N = — l_( a7 *_ a r})(v-v')H-.... 



Mais, en vertu des Equations 



x* y* z* 



-I- a* v -+- 6* v + c J 



on a 



MN' — NM' =o ou MN'=NM'. 

C. Q. F. D. 

XXXIX. — Theoreme de Ghasles. 

Lorsqu'un cdne est circonscrit cl une surface du second 
ordre, ses axes sont dirigis suivant les normales aux sur- 
faces homofocales passant par son sommet. 
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Supposons que a, 6, c soient les derm-axes de la surface 
en question ; si Ton pose 

„ x x y* z* 

H = -r-H ^-t- ~ —1, 

a 1 o* c* 

liquation du cdne circonscrit ay ant son sommet en x, y, z 

sera 

„/X* Y* Z« \ /Xa? Yv Z* \« 



ou 



\a* a 4 / o*c* 



Les directions princi pales de ce cdne sont donn£es par la 

formule 

/H a?* 

(i) s=^ 



/H a?*\ a?^ ft -sa: 

a* "" a*/" - o»£* P~~ c«a« T 



3? Y Z ^ 

remplacons a, B, v par — — r- , ,/ . > — — r- * ou X, u,. v sont 

les quantity qui, £gal£es k des cons tan tes, fournissent les 
surfaces homofocales passant en x,y, z\ nous aurons 



/H _^\ __*_ 



rcy ^ a?,s 



o — 



37 



or on a 

xx Y Y 



a* a*-nX 6* 6»-t-X c« c «-+-> 

_ i/a?« a:» ,y» y* z* z* \ __ H 

~X\a f ^Tx'+'t* ^X^c* c*-t-X/~ X 

Liquation qui pr^cfcde devient alors 

x U _ jr H 
Q _ a*-t-X a* a* X _ 

d — — — — — — . . , 

X 

a J -+-X 
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OU 

O "" "T"" — • • • • 

A 

Les Equations (i), aux coefficients directeurs des axes, sont 
done satisfaites quand on y suppose les coefficients £gaux aux 
coefficients directeurs des normales aux surfaces homofocales 
passant par le sommet du cdne. 

Remarque. — L'equation du c6ne rapport^ k ses axes est 

X t y\ z i 

— -+- — H =0. 

A \>> v 



XL. — Paranoides homofocaux. 



Les focales du paraboloi'de 



x* y i 

h — = 2Z 

P ? 

sont 

X* Y x 

p—q * p — q 

celles du paraboloi'de 

( } X * ?* — h 

p-+- h <f-h h ~~ 

sont 

x 1 

(P + h) — (q-hh) v * ' 

ou 

2Z-+- q =o, .... 

p-q * 

Les paraboloi'des 

x 1 y* 



p-\-h q -+-h 

sont done homofocaux : 

i° Les coordonnies des foyers des sections principales 
sont z = £ > z= %■; ces foyers sont done les mimes pour 
toutes les surfaces considir&es. 
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2 Par chaque point riel de I'espace passent trois 
parabolo'ides de la famille (i), deux elliptiques inverse- 
ment semblables et un hyperbolique. 

En effet, si Ton se donne x, y, z, liquation (i) sera du 
troisi&me degr£ en /t, et si Ton fait, en supposant p >> q et e 
positifet infiniment petit, 

A = — oo, h = — p — £, h = — p -r- t y h = — <y — e, 
la quantity 



h -\-p h-\- q 
prendra les signes respectifs 



-4- ~ 2-5 — h 



il y a done une racine de (i) entre — oo et — p 9 une autre 
entre — p et — q, et n£cessairement une troisi&me entre q et 
-f- oo . Soient X, p., v ces trois racines ; les Equations des para- 
bolo'ides homofocaux passant en x, y, z seront 

x x r* * 

- -'- V = 1Z-\- X, 



p -hX q -+- X 
(a) { h - * — = %z -+- |x, 

! ^ — = asH-v; 

/> ■+■ v gr -+- v 

la premiere etla derniere reprdsen tent des parabolo'ides ellip- 
tiques, la seconde un paraboloid e hyperbolique. 

3° \ [x, v itant donnis, onpeut se proposer de calculer 

On y parviendra comme il suit : on dliminera d'abord z par 
soustraction et Ton aura 



a? 1 ^* 



(/>+-X)(/>-hv) (y-^XX^-i-v) 



= — i; 
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en consid^rant alors - et * . comme inconnues, on 

p ■+- a y + A 

aura 

q-p 

t = (y-*- x )(g-+-K-)(g-+- v \ 

4° Les paraboloides homo/ocaux (2) se coupent dangle 
droit. 

Pour le d£montrer, il suffit de retrancher membre a 
membre deux des formules (2); on aura 

-+- ^ h 1 = o, 



ce qui exprime bien que les deux directions 



x Y 
-, -, — i, 

J5 + A q -f- A 

X y 

y - > — I , 



qui sont celles de deux normales aux surfaces homofocales, 
sont rectangulaires. 

On peut consid£rer, sur deux paraboloides homofocaux, 
des points correspondants ; leurs propri£t£s sont analogues 
a celles des points correspondants sur deux ellipsoides homo- 
focaux. 

XLI. — Des coordonnees tangentielles. 
Si Ton consid£re le plan repr£sent£ par liquation 

(1) tfS+-77)-+-*C = i, 

et dont les coordonnees a Toriffine sont 7 > -> ■=> ce plan sera 

parfaitement d6termin£ quand on se donnera £, 7}, £ : on a 
donn£ a ces quantites le nom de coordonnees tangentielles 
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du plan. Lorsque Ton £tablit, entre les coordonn£es de ce 
plan, une relation telle que 

(a) /«, 11,0 = 0, 

l'equation (i) devient celle d'une famille de plans qui enve- 
loppent une surface. L'equation (a) est dite Viquation tan- 
gentielle de cette surface; £, 7), £ seront alors les coordon- 
nees tangentielles d'un plan tangent de cette surface. 

Equations du premier degre. — Toute equation tan- 
gentielle du premier degre reprisente un point, et } rici- 
proquement, tout point peut 6tre reprisenti par une 
Equation du premier degre. 

En effet, une Equation du premier degr£ entre £, 7j, £ per- 
met de calculer £ en fonction lin£aire de £ et de 7j \ en portant 
cette valeur dans (i), cette Equation contiendra deux para- 
metres variables au premier degr£ ; elle repr^sentera done une 
s£rie de plans passant par un point fixe et qui, par suite, 
envelopperont un point fixe. Les coordonn£es ordinaires du 
point repr6sent£ par liquation 

a \ -+■ &1 -t-c£ = d 

s'obtiendront en £galant a z^ro les coefficients de £, de t\ 
et le terme ind£pendant de liquation 



d — br\ — ct „ 

x ■ - -\-yr\ -\- z£ = i, 



ce qui donne 



x _ y — z _ 1 

a~~ b ~~ c ~ d 



R^ciproquement, si les coordonn^es d'un point sonta, b y c, 
son Equation tangentielle sera la relation qui doit exister entre 
5> *), C pour que le plan (i) passe par ce point, ou 

a\ -\-bt\ -+- c£ = i. 
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Remarquons, en passant, que le plan dont les coordonnies 
tangentielles sont nulles est a l'infini, et que le plan dont le £ 
seul est nul est parallele a l'axe des x. Le plan dont le \ et 
\\ sont nuls est parallele au plan des xy. 

Une Equation du premier degrl entre £, 7), £ ne contenant 
pas de terme indlpendant reprlsente un point k l'infini. Une 
Equation dans laquelle il n'entre que £ et t\ reprlsente un 
point situl sur l'axe des z. Une Equation qui ne contient 
que £ reprlsente un point situl dans le plan des yz. En fin 
const. = o reprlsentc, comme cas limite, Torigine. 

Equations nu second degr£. — Une Equation du second 
degre, en coordonnies tangentielles , represente une sur- 
face du second ordre, et, riciproquement, les surfaces du 
second ordre sont representees, en coordonnies tangen- 
tielles, par des Equations du second degri. 

En eflfet, pour avoir, en coordonnies ordinaire s, liquation 
de la surface representee, en coordonnies tangentielles, par 

XI*, = 0, 

il faut lliminer £, tq, £ entre cette Equation, Equation (i) et 

d(f, x\+yr i -+-zt — i) _ 

ou bien entre les Equations 

r * * \ df \ df I df 

* * • • -• 1 x d\ y &t^ z dz 

Pour faire cette elimination, on rend les formules homoglnes 
par Introduction de deux variables t et t, et 1'on Igale la 

suite des rapports - -£> — ~> - -~ a un parametre p ; on est 
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alors conduit a £liminer £, q, £, p entre 

x \ -^yi -*-*£ — /x = o, 









et celle-ci, que Ton en conclut par le th£oreme des fonctions 
homog&nes appliqu£ a la fonction /, 

dz p 

Quand la fonction /est du second degr£, les Equations pr£- 
c£dentes sont lin6aires, et le r£sultat, facile a obtenir, est du 
second degr£; mais, quand/ est de degr6 sup£rieur, la r£sul- 
tante est, en general, de degr£ suplrieur a celui de la fonc- 
tion/ Si Ton a 

f = a u £* -h a tt 7i 2 -+- a n t* -+- «** T * 
■+- 2a J i^ + 2a 8 i^-f-2a u 5T 

-+- la^r^ ■+- 20j4 7)T -+- aa 3 4^T, 

liquation de l'enveloppe sera 



a xx 


«u 


«1S 


a u 


a? 


«n 


a« 


a M 


a 2 * 


y 


«31 


«3* 


«33 


«34 


z 


flit 


a 4l 


«*« 


#u 


— I 


j? 


7 


.*» 


— i 






= 0. 



Riciproquement, £tantdonn£e liquation du second degre 
en coordonn^es ordinaires 

Ai,ar s -h A Mt x* -+- A 33 ^ 2 -+- A u ** -+- a A,^/ -+- ik^xz 

ik^xt -h aAi 3 j^-i- aAjv/f-i-aAsi** = o, 



pour obtenir liquation tangentielle correspondante, il faut 
exprimer que le plan repr£senl£ par 



xl-+-yi) -h*£ = i 
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est tangent, ce qui donne, comme on l'a vu, 



A„ 


A„ 


A„ 


A u 


5 


An 


A„ 


Aj» 


A« 


i 


A a i 


Aji 


Au 


Aj» 


C 


A», 


A„ 


A M 


A*» 


— i 


5 


i\ 


C 


— i 


o 



= o, 



formule analogue & celle que Ton a trouv£e tout k l'heure pour 
solution du probl^me inverse. 



XLII. — Quelques problemes sur la droite et le plan, 

surfaces developpables. 

II y a des surfaces qui ne peuvent pas £tre representees par 
une Equation tangentielle : ce sont les surfaces d£veloppables, 
parce que leur plan enveloppe ne doit contenir qu'un seul 
param&tre variable; il faudra done, pour definir une surface 
developpable, deux equations. Reciproquement, deux equa- 
tions entre des coordonnees tangentielles representeront 
Tenveloppe du plan 



(i) 



a^-*-/ 7 ) -+-S* = i> 



dans Tequation duquel il ne restera plus qu'un seul para- 
metre variable; ce sera done une surface developpable. 
Mais considerons les deux equations 



(3) 



?($, *h = o, 



d'une developpable; chacune d'elles represente une enve- 
loppe. Si Ton consid&re les coordonnees £, 7j, £ d'un plan 
satisfaisant aux equations (2), (3), ce plan sera tangent k (2) 
et k (3), mais il le sera aussi k la developpable (2), (3); cette 
developpable est done circonscrite aux surfaces (2), (3). 

Ainsi deux equations ne representent pas une courbe, mais 
bien une surface developpable. Toutefois, on pourra consi- 
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de>er aussi une courbe comme representee par les Equations 
de la surface d£veloppable, lieu de ses tangentes. 

Deux Equations du premier degr£ represented Tenveloppe 
d'un plan qui ne contient qu'un para metre variable au pre- 
mier degre et, par suite, representent une Hgne droile par 
laquelle passent tous les plans en question et qui est leur en- 
veloppe. 

Si Ton considere trois Equations en coordonnees tangen- 
tielles, leurs solutions communes seront les coordonn£es 
d'un plan qui les touchera toutes les trois. Trois Equations 
du premier degre determineront done un plan passant par 
les trois points repr£sent6s par ces Equations. 

Probleme. — Trouver V equation des points situes sur un 
plan donne. 

Liquation g£ne>ale du point est 

Si Ton designe par £', r\ r , £' les coordonne'es du plan, on expri- 
mera qu'il passe par le point donne*, en ecrivant que ce plan, 
dont Fequation est 

contient le point dont les coordonnees sont -^> -^, w' ce fl 1 " 
donne 

II suffit, comme on voit, d'exprimer que les coordonnees du 
plan satisfont a l y equation du point. 

Plus generalement : Pour exprimer qu 9 une surface 

touche un plan £', V> £', il suffit d'exprimer que Von a 

/(P,V, C) = o; 

carles solutions de (i) sont, par definition, les coordonnees 
de ses plans tangents. 
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Pour r^soudre un probleme quelconque de coordonne*es 
tangentielles, on peut, quand on ne veut pas proceder direc- 
tement, avoir recours aux. coordonn£es cart6siennes et trans- 
former les formules trouv^es en coordonn£es tangentielles. 

Propo sons-no us de r£soudre la question suivante : 

r 

Probleme II. — Trouver la distance d } un plan (? \t\ , £') 

a un point 

a \ ■**- ^ •+■ C C = d. 

Liquation du plan est 

les coordonnees du point sont — -jj — n> — -3; la solution 
demanded est done 

le premier mem b re de liquation d'un point est done, a un 
facteur pres, la distance du plan (£, 7}, £) au point. 

Probleme III. — Trouver V equation de la sphere ayant 
son centre a I'origine. 

Cette sphere est l'enveloppe d'un plan situe" a la distance R 
de Torigine ; il faut done exprimer que le plan 

est a la distance R de I'origine : liquation de la sphere est 
done 

R =-_!__- 

ou bien 

en posant pour la symetrie p = -g • 

Ces quelques exemples suffisent pour montrer comment on 
aborderait les autres questions que Ton r£sout, dans les 6le- 
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ments de G£om£trie analytique, avec les coordonn^es ordi- 



nances. 



XLIII. — Recherche dee points de contact des surfaces 

avec lenr plan tangent. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une surface d£velop- 
pable donnee par les Equations 

?(£,*!, C) = o, <KS-, 7), C) = o; 

considerons deux plans tangents infiniment voisins £, yj, £, 
et £ •+• d%i *1 •+• dr n £ -j- tf£; ils se coupent suivant une g£n£- 
ratrice; les Equations de cette g£n£ratricc sont de la forme 

E — \ _ H — 7] _ Z — C 
et Ton verrait qu'on peut aussi les mettre sous la forme 

do dq> do 

(i) (B-5)^+(H-,) J I+(Z-C) 5 ?=o f 

Si Ton consid£re alors uniquement la surface cp = o, en fai- 
sant varier la forme de la fonction tj>, toutes les droites (i), 
(2) passeront par le point fixe (1) ; or ces droites sont des gene- 
ratrices des d£veloppables circonscrites a cp = o. Ellespassent 
toutes par le point de contact correspondant au plan £, q, £; 
done (1) est pr£cis£ment liquation du point de contact du 
plan 5, *»i, £ avec la surface cp = o. 

On arrive au m£me r^sultat en cherchant Pintersection des 
plans 5, *|, C, £ + h } y| + k, X> + I et 5 + A', vj + f 9 £ + /'. 
En rendant liquation cp = o homog&ne, l'equation (1) pourra 
6tre remplac£e par 

d ? d 9 dy Ap 
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On appelle classe d'une surface le nombre de plans tangents 
qu'on peut lui mener par une droile donnEe. II est facile de 
voir que la classe d'une surface est egale au degre de son 
Equation tangentielle. 
En effet, soient 

« 

les Equations d'une droite et 

(S) /(5,^i,C) = o 

liquation tangentielle de la surface. Les solutions communes 
a ces trois equations seront les coordonnees des plans tangents 
a la surface enveloppant la droite D ou passant par cette 
droite; le nombre de ces solutions est Egal au degre de/. 

c. Q. F. D. 

Une surface de classe m est de degre m(m — i) 2 , et une 
surface dordre m est de classe m(m — i) 2 . 

En effet, si Ton cherche en combien de points la surface S 
coupe la droite (D), il faudra exprimer que le point de con- 
tact du plan (£, i\ 9 £) 

(P) E^ + H^ + Z^+e^o 

« 

est situe* sur la droite (D), ou, ce qui revient au m€me, que 
deux plans £ , *U> £oi T o el lii!*h> £u T < passant par cette droite 
passent aussi par le point (P), ce qui donne les deux Equa- 
tions 

Ces Equations, jointes a (i), font connaitre les plans tan- 
gents : ils sont bien au nombre de m(m — i) 2 ; l'autre partie 
de la demonstration a dEja 6l& donnEe plus haut. Nous nous 
L. — Traite d' Analyse, II. a 2 
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trouvons ici en face d'un paradoxe d£ja rencontr£ et expliqu£ 
en G^om^trie plane. 

On appelle classe d'une courbe ou de la dlveloppable k 
laquelle elle sert d'arete de rebroussement le nombre de 
plans tangents que Ton pcut mener a cette d£veloppable par 
un point donn^. 

La d^veloppable qui a pour equations 



(i) 



?(E» *)> C) = o, +(J, 7), = o, 



la premiere du degre m, la seconde du degr£ /i, est circon- 
scrite aux surfaces <p = o, ^ = o; sa classe est mn. En effet, 
consid£rons un point 



(a) 



a \ ■+■ br\ -*~ C K ■+■ d = o; 



le plan tangent a la d^veloppable qui passe par ce point satis- 
fait aux Equations (i) et (2) qui sont des degr£s m, n 9 1 : il en 
r£sulte que le nombre des plans tangents cherch£s est bien 
mn, comme nous l'avions annonce. 



XLIV. — Des coordonnees tetraedriqnes. 



Soit, en coordonnees tetraedriques ordinaires, 



(«)' 



x % -^-yi ■+- ~£ -+* iz = ° 



liquation d'un plan; si Ton £crit entre les variables £, r n £, 
une relation homog&ne 



(2) 



/(?, *» t, *c) = O f 



ce plan enveloppera une surface. Pour trouver liquation 
de cette surface, il faudra, conformement aux regies etablies 
plus haut, ecrire les Equations (1) et 



x y 




y * 


V *f 


= o, 


¥ 6/ 


0\ *t\ 




&r, dt 



= 0, 



INPINIMENT PETITS DU I ir ORDRE DANS L'eSPACE. 339 

et£liminer entre elles £, tj, £, x; ces Equations peuvent s'dcrire 

x d\ y d*\ z dXi t &z 

Pour effectuer r^limination, on Egalera ces rapports a une 
inde'termine'e p, que Ton Eliminera £galement. 

Au contraire, si Ton donnait en coordonne*es t£tra£driques 
liquation d'une surface 

Axjy,*, O = o, 

on exprimerait que le plan (1) lui est tangent en £liminant 
x,y, z, t entre cette Equation (i) et les Equations suivantes 



i df 

£ ~dx 



1*1 
7j Oy 






x di l 



ainsi qu'on Fa vu plus haut, ce qui £tablit imm£diatement 
une grande analogie entre les deux problemes. 

Liquation (2 ) pourra done 6tre regarded comme une Equa- 
tion, en coordonn^es tEtra^driques tangentielles, de la sur- 
face enveloppe du plan (1). Nous ne recommencerons pas ici 
une thEorie deja faite a propos des coordonn^es ordinaires; 
nous nous bornerons a Enoncer quelques propositions : 

U equation tangentielle d'une surface s'obtient en expri- 
mant que le plan (1) est tangent a la surface. 

Ainsi liquation tangentielle de la surface l£ AijX(Xj = o, 
ou x y = x, x 2 = y, x z = z, j? 4 = t, est 
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= 0. 



Au contraire, liquation tEtraEdrique ordinaire de la surface 
enveloppe \] a ij\i\j -- o s'obliendrait en rem platan t dans le 
determinant precedent A par a et 5, 7}, £, 1 par x, y 9 3, t. 
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Deux Equations simultanees reprisentent une surface 
d&veloppable. 

Une equation du premier degre represente un point. 

Deux equations du premier degre representent une 
droite, etc. 

On peut donner une interpretation geom£trique assez 
simple des nouvelles variables £, *i> £, t. 

Observons lout d'abord que, si 1'equation d'un point est 

a\ -+- bt\ -h c£ -h di = o, 

ses coordonn£es t^traedriques ordinaires s'obtiendront en 
portant la valeur de t tir£e de la dans liquation (1), ce qui 

donne 

\{at — dx) -+- r t (bt — dy) -4- ^(ct — dz) = o; 

en £galant a z£ro les coefficients de £, r,, £, on a 

** _ y _ * __ * 

Ainsi, dans liquation tangentielle du point, les coefficients 
sont proportionnels a ses coordonn^es t£tra£driques, de mime 
que dans liquation du plan ses coefficients sont proportion- 
nels a ses coordonnees tangentielles t£tra£driques. 

Supposons que les faces du t£tra£dre de reference aient 
respectivement pour Equations 

x = x x X -j- j3*Y -*- y^Z — 8 X = o, 
y = oiyX -+- Py Y -+- Yj-Z — o r = o, 
5 = a s X-r- p s Y-+- y-Z — 8- =o, 
t = a,X-h p,Y-f- y«Z — o, = o; 

le plan (i) aura pour Equation, en coordonnees ordinaires, 
Posons 

(* x \ -+- a y Y) -4-a-C-f- a *"0* 

+ (M + M + M +■ P' T )' + (T*5 + Yr*) + Tit + W = G«; 
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design on s enfin par V le volume du t£traedre de reference et 
par a y 6, c, d ses faces; ses hauteurs seront 



3a 36 3c 3d 

ee seront les x y y, z et t des sommets. Ceci pos6, la distance 
du so m met y = o, z = o, ^ = oau plan (i) sera donn£e par 
la formule 

_ v 5 
Px - Z~a ~G' 

les distances p r , p z , p t des autres sommets au m6me plan 
seront donnees par les formules 

^"36G > ^""J^G' ^~3rfG ; 

on tire de la 

\ : a/? x = Tj : fy? r = £ : cp z = t : dp t . 

Les coordonne"es 5, *1> £, t sont done proportionnelles aux 
distances du plan (i) aux sommets du t£traedre et aux faces 
de ce teHraedre; en sorle que, si Ton considers it le plan 

(4) ap x x ■+- bp y y -4- cp z z -4- dp t t = 0, 

Pxy Pyy Pz, Pt seraient les distances de ce plan aux sommets 
du te'lraedre de reference et liquation tan gen tie He 

V^PxiPyi Pz, Pt) = 

serait une relation entre les distances aux sommets du triangle 
de reference d'une tangente a la surface qu'elle represente. 



XLV. — Remarques an sujet des coordonn6es tangentielles. 

Nous ferons une remarque sur les coordonn^es tangentielles 
dans l'espace : les coordonn&es d'un point et d'un plan sont 
des variables contragridientes, II en requite que, les equa- 
tions ordinaires et tangentielles d'une surface £tant/= o et 
cp = o, /et <p sont des contrevariants. 
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Si J est du second degr6, cp sera son adjointe ; car la substi- 
tution lin£aire effectu^e sur/, telle que 

2 (7a? 2 (77) 2 d~ 2(7* 

fournit pr£cis6ment la fonction <p. 

II est facile de voir que liquation tangentielle d'une sur- 
face repr^sente, en coordonn6es ordinaires, la transformed par 
polaires r£ciproques de cette surface par rapport a la sphere 

imaginaire 

x* -+-}'* -+■ z % -+- t % = o. 

Les coordonn£es du pdle du plan tangent 

ox oy oz ot 

sont donn6es par ces formules 

5 ' dx ~ ^ ' c(x " * • oz ~ ' ot ' 

obtenues en identifiant liquation du plan tangent avec le 
plan polaire de £, r n £, i par rapport a la sphere, soit 

X$H-Y7)-t-ZC4-T'c = o. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Circonscrire a une sphere un conoide d'axe donne et trouver la 
projection de la courbe de contact sur le plan directeur du conoide. 
Eludier specialement le cas ou le conoide est droit. 

2. Circonscrire a une surface du second degre une surface de 
revolution d'axe donn^; montrer que la courbe de contact est une 
biquadratique gauche (ou une de ses varietes). 

3. Montrer que toute courbe gauche du troisieme degre peut €tre 
representee par des equations de la forme 

(0 *= ¥ , r= 5 » *= T > 

u, v> (v, designant des polyn6mes du troisieme degre en t. 
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Trouver l'equation de la developpable, lieu des tangentes a cette 
courbe. 

Reciproquement, les equations (i) represcntent une courbe gauche 
du troisigme ordre. Une telle courbe peut toujours 6tre placee sur 
deux surfaces du second degre* ayant une gene rat rice commune. 

4. Trouver la surface .qui, par rapport a un point donn6, admct 
pour podaire une surface donnee S (cas ou S est un plan, une 
sphere). 

5. F(j t , s t , Stj ...) = o 6tant l'equation d'une surface, s ly s t , ... 
d£signant les premiers membres d'equations de spheres, mener le plan 
tangent a cette surface. 

6. On fait tourner la courbe y = o, x = sin z autour de l'axe des 
z ; elle engendre une surface de revolution R. Prouver que, si Ton 
eclaire cette surface R par des rayons lumineux paralleies et a 45° 
sur l'axe des z, l'ombre propre se projettera sur le plan des xy sui- 
vant deux cercles. L'ombre portee sur le plan des xy est une cyclolfde. 

(Dunesme.) 

7. Si Ton conside're la surface de revolution engendrce par une 
conique situ^e dans le plan des zx ayant ses axes paralleies a l'axe des 
x et a l'axe des z, tournant autour de l'axe des z, cette surface, eclai- 
r£e par des rayons paralleies, aura pour courbe d'ombre propre une 
ligne qui, projet£e sur le plan des xy 9 fournira une conchoi'de de 
conique. — Trouver la courbe d'ombre portee sur le plan horizontal. 

(Dunesme.) 

8. La surface 

x* -4- y* -4- z z — 3 xyz = a 8 

est de revolution, trouver et etudier le meridien. 

9. .Trouver la condition pour que l'equation gen^rale du troisieme 
degre rendue homogene represente un c6ne. 

10. Toute surface de revolution touchee par un cone ou un cylindre 
suivant une courbe plane est du second degre. (De la Gournerie, 
Journal de I'jScole Poly technique ; i858.) 

44. Trouver l'equation de l'enveloppe d'une sphere de rayon con- 
stant dont le centre decrit une helice. (L'heiice a pour Equations 
x = acos<p, y = a sin®, z = 6<p; a, b designant des constantes et ^ 
un para metre variable.) La surface en question est la vis Saint- 
Gilles. Trouver la courbe d'ombre propre ou d'ombre portee de la 
vis Saint-Gilles sur l'un des plans de coordonn£es. 



344 CHAPITRE IV. 

12. Trouver l'enveloppe d'un plan mobile qui detach e dans un 
triedre trirectangle un teiraedre de volume constant. 

13. Trouver l'enveloppe (imaginaire) d'une se>ie de surfaces du 
second degre* homofocales. 

14. Trouver l'enveloppe d'une serie d'ellipsotdes ayant m£me centre, 
me" me direction d'axes et me'me volume. 

15. Par un point de l'espace, on mene des plans paralleles au\ 
plans tangents du cone asymptote d'une surface du second ordre; ces 
plans coupent la surface suivant des paraboles; ces paraboles ont- 
elles une enveloppe? 

16. Quelle est l'equation generate des surfaces developpables du 
troisieme degre\ 

17. L'arete de rebroussement d'une surface d£veloppable etant de 
degre m, quel est le degr£ de cette surface? 

18. Liquation de la d^veloppable circonscrite a deux surfaces du 
second ordre a ete discutee avec soin par M. Painvin (voir son 
Traiti lithographic de Geometrie analytique). 

19. La transformee par rayons vecteurs reciproques d'une surface 
de revolution est aussi la transformee par rayons vecteurs reci- 
proques d'un cone. 

20. Soientjp, q, r, ... les normales communes a un plan mobile 
et a des surfaces fixes P, Q, R, Si Ton pose 

/(/>, 9, r, ...) = o, 

ce plan enveloppera une surface; pour avoir le point ou ce plan 
touche son enveloppe, il suffit de chercher le centre de gravite de 

masses ~ > ~-y • • • placees aux pieds des normales />, q, r, ... sur 

le plan mobile. 

21. Trouver le plus court chemin d'une courbe a une autre, d'une 
surface a une autre, ou d'une courbe a une surface. 

22. Trouver le plus court chemin d'un point a un autre en rencon- 
trant des courbes ou des surfaces donnees. 

23. £tant donnees plusieurs surfaces, on demande de trouver un 
point tel que la somme des car res de ses distances normales aux sur- 
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faces soit un minimum (ce point est le centre de gravite* des pieds 
des normales que Ton peut mener par ces points aux. surfaces). 

24. Le nombre de normales que Ton peut mener d'un point a une 
courbe de degre /n est /n'(a/n — i). 

25. Le nombre de plans normaux que Ton peut mener d'un point 
a une courbe d'ordre m est m 8 (im — i). 



*—* 
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CHAPITRE V. 

DES QUESTIONS QUI DEPENDENT DINF1NIMENT PETITS 

D'ORDRE SUPfiRIEUR. 



I. — Longueur d'un arc de courbe gauche. 

La definition que nous avons donn£e de la longueur d'un 
arc de courbe, en G£ometrie plane, s'applique aux courbes 
gauches ; ainsi la longueur d'un arc de courbe gauche est la 
lirnite vers laquelle tend le polygone inscrit dont les c6t6s 
deviennent de plus en plus petits, leur nombre croissant 
indefiniment. 

Soient Xj y, z les coordonn^es rectangulaires d'un point 
quelconque de Tare en question ; la longueur L d'un polygone 
inscrit peut £tre representee par 1 'expression 

l = V ^ a^) 1 ■+■ ( ty? -+- ( A * )' 

ou 



ou encore 



L=2 Aa: (v /l t^ + ^ + i). 

y et z' d£signant les d£riv£es de y et z, et e d£signant un 
infiniment petit. Si l'on construit alors la courbe plane dont 
l'abscisse est x et Fordonn^e 
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Faire de cette courbe sera la limite de 



2**/ 



i +r 



et cette limite existe; la limite de2 e A# es * nulle, car c'est 
Faire d'une courbe dont Fordonnee est e, et, par suite, 



iinL = lim \ Aa? /i -*-y'* ■+■ z'*. 



liin 



Nous d£signerons par s la limite de L, c'est-i-dire, par defi- 
nition, la longueur de Tare. La diflerentielle de Tare, ou ds, 
sera la diflferentielle de Faire de notre courbe auxiliaire, dif- 
ferentielle £gale k son ordonnee multiplied par dx; on aura 

done 

ds =dx /i -T-y' 1 -v z'* 

ou, en e* levant au carr<§, 

ds* = dx* -h dy* -+- dz*. 

Cette expression de la difierentielle de Fare la fait enlrer 
utilement dans diverses formules : ainsi, par exemple, les 
cosinus des angles que la tangente k une courbe fait avec les 
axes sont proportionnels k dx, dy, dz et, par suite, £gaux a 

dx dy dz 

yjdx* -h dy 2 -j- dz 1 ^dx* -+- dy* ■+■ dz* ^dx* -+- dy*-\- dz* 

e'est-a-dire k -,- > -^-> -, ; ainsi dx, dy, dz sont les projec- 
tions de la longueur ds portde sur la tangente et non pas, 
corn me on dit quelquefois, les projections de la corde joi- 
gnant deux points voisins. 

II. — Da plan osculateur. 

Par un point d'une courbe, on peut mener une infinite de 
plans touchant cette courbe, e'est-a-dire passant par deux 
points infiniment voisins, mais il.en est un parmi eux qui 
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doit surtout altirer notre attention, c'est celui qui passe par 
trois points infiniment voisins; on lui a donn£ le nom de 
plan osculate ur. 

Ainsi, le plan osculaleur d'une courbe en un point est la 
limite du plan qui passe par ce point et deux autres points 
de la courbe venant se confondre avec le premier. 

Pour trouver liquation du plan osculateur d'une courbe 
au point x } y, z, on remarquera que, le plan devant passer 
par le point x, y y z, son Equation sera de la forme 

(i) A(X — a?)-f-B(Y — y)-±-C(Z — *) = o, 

A, B, C d^signant des coefficients a determiner. Exprimons 
qu'il passe aussi par les points x -f- A#, y + Ajk, z + Az et 
x -f- 2A#-+- A 2 #, y -\- 2&y -f- A 2 ^, 3 + 2A3 4- A 2 5, infini- 
ment voisins du premier ; nous aurons 

A Lx n- B ty -4- G Az = o, 

A(aAa?-r A 2 a?)-4-B(aAy-+- A ! /)4-G(2A-2 + A ! z) = o; 

la derniere formule peut 6tre remplac^e par 

A &x -4- B &y -+- G &z = o 

et, si alors on passe aux limites (t. 1, p. ioi), on aura pour 
determiner A, B, G les Equations 

(a) kdx-\-Yldy-\- Cdz = o, 

(3) Ad*x-+-Bd*y-^Cd*z=o. 

Si, entre les Equations (2), (3) et liquation (1), on ^limine 
A, B, G, on aura liquation du plan osculateur 



X — x Y — y Z — z 

dx dy dz 

d*x d*y d*z 



= 



OU 



(X — x)(dy d*z — d*y dz)-h(Y —y)(dz d*x — d*z dx) 

(Z — z){ dx d*y — d*x dy) = o. 



Le plan osculateur d\une courbe, au point M de cette 
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courbe, est un plan passant en M et situe a une distance 
du point M' injiniment voisin de M pris sur la courbe, 
qui est injiniment petite du troisiime ordre. 

En effet, la distance du point x -f- A#, y -f- Ay, z -+- Az au 
plan repr6sent6 parl'equation (i) est 

A Aa* -+- B by -h C \z 
/A" -+- B* -h C* 

Si Ton veut exprimer que cette quantity est du troisiime 
ordre, il faut la d^velopper par la formule de Taylor, en 
observant que kx = dx -f- ~ d 2 x -f- . . . , et egaler alors a 
zero les termes contenant les infiniment petits du premier 
et du second ordre. On a pre'cise'ment ainsi les formules (2) 
et (3). Nous generaliserons plus tard cette proposition. 

Le plan osculateur est aussi la limite d'un plan passant 
par une tangente parallHement a la tangente injiniment 
voisine. 

En effet, liquation d'un plan passant par le point x,y, z 
est 

(1) A(X-j) + B(Y-7) + C(Z-^) = o; 

s'il passe par la tangente au point x, y, z, on a 

A dx -\- B dy -r- G dz = o; 

s'il est parallele a la tangente voisine, dont les coefficients 
direcleurs sont dx -f- d 2 x, dy + d 2 y y dz -+- d 2 z 9 on a 

A(dx -+- d*x) -h B(dy -t- d*y) -T- G(dz -±-d*z) =0; 

ces Equations reviennent a (1), (2) et (3) : done, etc. 

Disons en fin que le plan osculateur en x, y, z est la 
limite d'un plan passant par trois points variables de la 
courbe venant se confondre to us trois en x, y, z. 

En effet, exprimant que le plan . 

AX ■+■ BY -h CZ -h D = o 
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passe par le point 
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x «+■ Aa?, y ■+• Ay, z ■+- A*, 



puis par les points 



a? -4- a Aa?-+- A 8 j?, ... 



et 



on a 



ar-H 3 Aa?-4- 3 A 1 a? -4- A 8 a?, ..., 



A(X — x — Aa?) -4- B( Y — 7 — Ay) -4- C(Z — * — A*)-t- D = o, 

A(X — a? — a Aa? — A 1 a?) -+- = o, 

A(X — a? — 3 Aa? — 3 A 4 a: — A s ar)-t- =0. 

En combinant ces Equations et en nlgligeant des termes 
d'ordre sup£rieur, on a 

A (X — x) -4- B(Y -y) -f- C(Z — z) = o, 
A Aa? -4- B Ay -4- C A;i = o, 
A A* a? -4- B A*.y -+- C A»* = o, 

ce qui, en passant aux limites, fournit les Equations 

A(X — x) -4- B( Y — y) -+- C(Z — z) = o, 
Ada?-hBrfy-4-Cdte = o, 
A rf*a? -4- B d*y -+- G </*£ = o. 

L'elimination de A, B, G entre ces Equations donne liquation 
du plan osculateur : done, etc. c. q. f. d. 

Theoreme. — L' intersection de deux plans osculateur s 
infiniment voisins est uhe tangente d, la courbe. 



En effet, soit 



(4) 



P = o 



liquation du plan osculateur au point (# ?% y, *); liquation du 
plan osculateur au point infiniment voisin, 



x -+- dx, 



dy f 



dz, 
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s'obtiendra en changeant dans l'equation pr£c6dente x en 
x -+- dx,yeny -f- dy, et z en z -f- dz ; cette Equation sera done 

(5) P-+-rfP = o. 

Cette Equation et (4) repr£sentent l'intersection de deux 
plans osculateurs infiniment voisins. 

On peut reniplacer d'ailleurs l'equation (5) par dV = o, en 
sorte que Intersection cherch£e peut fitre representee par 
les deux Equations 

(6) A(X — <r) + B(Y — <r )C(Z — *) = o, 

dA(X — x) -+- dB(Y —y) -h dC(Z — z) — (A dx -{- B dy -i- C dz)= o; 

en vertu de (2), cette derniere formule se r£duit a 
dA{X — x) -+- rfB(Y — y) -+- dC(Z — z) = o; 
combined avec (6), elle donne 

X — x Y — y Z — z 



(7) 



BdC — GdB CdA—AdC AdB — BdA 



Ce sont encore les equations de l'intersection de deux plans 
osculateurs infiniment voisins; mais, en posant 

A = (dy d*z — d*y dz)d*x 

-h (dz d x x — d*zdx)<Py -+- (dx d*y — d*x dy)d*z* 

on a 

BrfC — CdB = dx.±, CdA — ArfC = af/.A, 

ArfB — BdA^dz.y 
Ces formules (7)peuvent done s'£crire, en multipliant par A, 

X — x _ Y~-y _ Z— J. 

dx ~~ dy ~~ dz ' 

ce sont les Equations de la tangente : done, etc. c. q. f. n. 

II requite de la que Uenveloppe des plans osculateurs 
d'une courbe gauche est le lieu de ses tangentes. 

Par suite : 

Le lieu des tangentes a une courbe gauche est une 
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surface developpable, dont le plan tangent est osculate ur 
a Var&te de rebroussement. 



III. — Projections cylindriqnes et coniques des courbes gauches. 

Rapportons une courbe gauche a son plan osculateur pris 
pour plan des xy ; nous prendrons pour axe des x la tangente, 
pour axe des y la normale trace"e dans le plan osculateur qu'on 
appelle la normale principals; Faxe des z sera alors la nor- 
male perpendiculaire au plan osculateur ou la binormale. 

Liquation du plan osculateur devra se reduire a 

Z = o; 
on devra done avoir, pour x = o, y = o, z = o, 
(i) dlzdy — d*y dz — o, 

(a) d x xdz — d*zdx = o; 

en £galant a ze\ro les coefficients de X et Y, dans liquation 
g6n£rale du plan osculateur, on devra avoir en outre 

/ON dx dy dz 

(3 > *='' ds=°< s=°« 

puisque l'axe des x est la tangente, et que les trois quantity 
pr6ce"dentes sont les cosinus directeurs de cette tangente. Les 
Equations (1) et (2) se r^duisent alors a o = o et d 2 z = o, 

Supposons que Ton prenne pour variable Tare s compte* a 
partir de Porigine des coordonn^es. En appelant x\ y \ z'y 
d \y \ z " 1 • • • l es de>ivees successives de x,y 9 z pour s = o, 
on a, par la formule de Taylor, et en tenant compte des rela- 

dx dy dz d*z 

lions ^ = i,^ = o >a j =o f3? = o f 

x — s-\ s* -+-... , 

V* 

z m . 
z = — s* ■+■ . . . . 
o 
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V Z Y^ 

On conclut de ces formules que les rapports =^> — > ^ sont 
finis pour 5 = 0; done on peut ecrire 

^ = aa? J -f-a>, z = bx*-\- w', z % = c^ 3 •+■ to*, 

a, 6, c d£signant des constantes et a>, o>', a/ 7 des quantit^s 
infiniment petites d'ordre supe>ieur. 

II en resulte que, si x est assez petit, ces Equations, qui 
sont celles de la projection de la courbe sur les plans coor- 
donn£s, sont sensiblement celles des courbes 

y — a# J , z = bx*, z* = cy z . 

Ainsi, projete'e : i° sur son plan osculateur, la courbe 
ne prisente aucune particular tie* ; 2 sur le plan normal, 
elle presente un point de rebroussement ordinaire et 3° sur 
le plan tangent passant par la binormale, une inflexion. 

Ces resultats peuvent £tre generalises : 

Supposons que Ton regarde une courbe gauche en plagant 
l'ccil sur la binormale, cette courbe nepresentera aucune par- 
ticularity ; si Toeil est place" sur la tangente, la courbe presente 
au point que Ton considere un rebroussement de premiere 
espece; enfin, en plagant l'ceil sur la normale principale, la 
courbe presente un point d'inflexion; en effet, dans le voisi- 
nage du point considere, la perspective de la courbe se con- 
fond sensiblement avec une projection orthogonale. 

IV. — Da contact des courbes gauches. 

Deux courbes gauches passant au point M ont en ce point 
un contact d'ordre n si, consideVant une s£cante PP' com- 
mune a ces deux courbes, men£e dans le voisinage du point M, 
la portion PP'de se*cante comprise entre les deux courbes est 
d'ordre n + 1 par rapport aux distances MP ou MP\ 

Supposer MP et MP' de m£me ordre, e'est supposer que PP' 
n'est pas parallele a la tangente en M a l'une des deux courbes. 
D'ailleurs, en repe*tant les raisohnements fails en Geom^trie 
L. — Traite d' Analyse, II. 2 3 
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plane, on d£montrerait que l'ordre de PP ne depend pas de 
son orientation. 

Pour trouver les conditions du contact d'ordre n de deux 
courbes passant au point M, d^signons par x, y, z ou 
par x i9 y {y z t les coordonne'es du point M suivant qu'on le 
considlrera com me appartenant a la premiere ou a la seconde 
courbe. Les coordonne'es du point P voisin de M sur la pre- 
miere courbe seront x -4- A#, y 4- Ay, z -f- As, et les coor- 
donnees du point P' voisin de M sur la seconde courbe seront 
x t -\-kx tJ y i -\-\y iy z t -f-A3 4 . Pour qu'il y ait contact 
d'ordre M, il faudra que PP', ou ses projections \x — Aa^, 
Aj- — \y h , As — As 4 , soient d'ordre /i+i au moins. (L'une 
d'elles devra dtre de l'ordre n -f- i si Ton vcut que le contact 
soit pr^cisement d'ordre n.) 

Mais, pour que ces conclusions soient exactes, il faut que 
la variable ind£pendaute dont depend la position des points P 
et P' soit telle que PP' ne soit pas parallele a la tangente a 
Tune des deux courbes. On pourra, par exemple, prendre 
x = x t pour variable independante; les points P et P 7 s'ob- 
tiendront alors en coupant les deux courbes par un plan 
parallele au plan des yz. 

Ces restrictions une fois'pose'es, si Ton observe que, en vertu 
de la formule de Taylor, 

Aa? — tkXx — dx — dx\ h- \ ( d*x — d % Xi ) -+- . . . , 
by — A^t = dy — dy ir i- \(d*y — d*yi) -+-. . . , 
\z — &lz x = dz — dz x -+- \(d*z — d*Zi)-k-. . ., 

on voit que les conditions de contact d'ordre n sont 

dx — dxi = o, d % x — d*x t = o, . . . , d n x — d n x x = o, 

dy — tyi = Of d *y — d *yi = °> • • • > d *y — dn y* = °> 

dz — dz\?=Oj d*z— rf f ^i=o, ..., d n z — d n z % =o. 

Quand on prend x = x % pour variable independante, on a 
dx = o, dxi = o, . . . , d n x = o, d n x K = o et les conditions 
£crites sur la premiere ligne sont satisfaites d'elles-m£mes : 
done il faut 2/1 conditions pour assurer le contact d'ordre n. 
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Dans la pratique, pour exprimer que deux courbes ont un 
contact d'ordre n, on differentie les Equations de Tune des 
courbes et Ton y remplace les diflferentielles de x,y, z par 
les diflferentielles deduites des Equations de Tautre courbe. 
II conviendra, en general, de prendre pour variable inde'pen- 
dante Tune des coordonn^es x, y, z, ou Tare s que Ton 
prendra le raeme dans les deux courbes. ( Voir les remarques 
faites en G^om^trie plane.) 

Theoreme I. — Deux courbes ont un contact d'ordre n 
quand leurs projections sur un plan quelconque ont un 
contact d'ordre n, et vice versa. 

En effet, la distance PP' consid£r£e tout k Theure est du 
meme ordre que sa projection, pourvu que la projection ne 
s'effectue pas sur un plan normal commun aux deux courbes. 

Theoreme II. — Deux courbes ont un contact d'ordre /i, 
quand elles sont la limite de deux courbes variables se 
coupant en n-+-i points confondus. 

En effet, leurs projections ont un contact d'ordre n. II va 
sans dire que deux courbes qui ont un contact du premier 
ordre sont tangentes ; car, Tangle PMF ayant un c6l6 PF du 
second ordre, Tangle M sera nul k la limite; puisque 

sinM __ sinP 
IF ~~ MP 7 ' 

P £tant fini par hypothese, MF etant du premier ordre, M doil 
6tre nul & la limite, si PP' est du second ordre. Ainsi MP et MP' 
ont m£me position limite; or ces positions limites sont celles 
des tangentes aux courbes en M. 

V. — Contact des courbes et des surfaces. 

Une courbe a avec une surface un contact d'ordre n au 
point commun M, quand une droite PP'voisine deM rencontre 



II 
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la courbe et la surface en des points P et P*, tels que PP' soit 
cTordre n ■+- 1 par rapport a MP. En supposant que PP 7 ne 
soit a la limite ni tangent a la courbe ni tangent a la surface, 
on prouve que cette definition est ind^pendante de Torienta- 
tion de PP. 

Pour trouver les conditions du contact d'ordre n d'une 
courbe et d'une surface, nous supposerons que l'axe des z ne 
soit parallMe ni a la tangente en M a la courbe, ni au plan 
tangent en M a la surface. Le cylindre projetant la courbe sur 
le plan des xy coupe la surface suivant une courbe qui doit 
avoir avec la propos^e un contact d'ordre n f car la distance 
de deux points de ces courbes comptee parallel ement a l'axe 
des z est d'ordre n -f- i , et r£ciproquement. 

Soient done 

(i) x = y(z), 

(2) y = ty(z), 

(3) f{*,y) = o 
les equations de la courbe, 

(4) F(*,7, *) = o 

celle de la surface ; il suffira, pour assurer le contact d'ordre in, 
d'exprimer que la courbe representee par 

F = o, / = o 
a un contact d'ordre n avec celle qui est representee par 

* = <p(*)t ? = $(*)- 

Pour cela, on exprimera que les valeurs de dx, dy, dz, . . . , 
deduites des Equations de la courbe proposde, sont les m£mes 
que celles que Ton deduirait de F = o et de/=o; pour 
exprimer ces conditions, on peut diflerentier n fois 

F = o, / = o, 

et remplacer x, y, z, dx, dy, dz, d 2 x, . . . par leurs valeurs 
tiroes de x = <f (*), y = ^(<z) ; mais alors/ = o, df= o, . . . 
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donnent des identit6s, et les conditions du contact d'ordre n 
sont que les Equations 

F=o, <*F=o, . .., rf»F = o 

aient lieu quand on y remplace #, y, z par leurs valeurs 
d^duites de x = <p (z), y = ty(z)- 

Theoreme. — Si une courbe variable de forme rencontre 
une surface en n -f- 1 points, et que, eu igard a la varia- 
bility de certains parametres, les points en question vien- 
nent se confondre en un seul, la courbe et la surface auront 
an contact d'ordre n. 

En effet, si Ton projette la courbe sur la surface a l'aide de 
projetantes paralleles a une direction fixe, on obtiendra une 
courbe qui, a la limite, aura avec la proposee un contact 
d'ordre /i, puisqu'elle a 6videmment avec celle-ci n -f- 1 points 
communs qui, a la limite, viennent se confondre en un seul 
situe* sur la surface. 

La definition que nous avons donn£e plus haut du plan 
osculateur nous montre que ce plan a avec la courbe un con- 
tact du second ordre; car, pour obtenir son Equation, nous 
avons exprim£ que les diff<6rentielles premiere et seconde du 
premier membre de son Equation £taient nulles, en supposant 
x y y, z tir£s des equations de la courbe. 

Deux courbes sont osculatrices, une courbe est osculatrice 
d'une surface, quand l'ordre de leur contact est aussi 6lev6 
que possible, eu £gard au nombre des parametres arbitraires 
que leurs Equations renferment. 

Ainsi, un plan renfermant trois parametres, on pourra 
le faire passer par trois points donnas seulement; il ne 
pourra done avoir avec une courbe un contact d'ordre supe*- 
rieur au second, et, quand il aura un contact de cet ordre, il 
sera osculateur. 

Accidentellement, deux courbes ou une surface et une 
courbe peuvent avoir un conctact d'ordre plus ilc\6 qu'on 
ne pourrait le supposer, eu £gard au nombre des parametres 
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que renferment leurs Equations; on dit alors qu'il y a suros- 
culation. Nous avons donn£ des exemples de surosculation en 
Geom£trie plane; nous en donnerons bientdtdenouveaux. 

VI. — Droite osculatrice et plan osculateur d'une courbe. 

Les Equations d'une droite sont de la forme 

(i) x = az -4- a, y = bz-h$. 

Pour qu'elle ait un contact d'ordre n avec une courbe, il faut 
que les dx, dy, d 2 x, d 2 y, ... de la courbe soient £gaux a 
ceux de la droite; on doit done avoir 

(2) dx = adz, dy = bdz, 

(3) d*x=zo, d*y=o, 



les Equations (1) et (2) d£terminent a, b, a, (3, quand on s'est 
donne x, y, z. La droite osculatrice d'une courbe en un 
point donn£ a done en general un contact du premier ordre 
avec cette courbe, et les Equations (2) montrent que e'est la 
tangente au point donn£. 

Les points ou.l'on a d 2 x =0, d 2 y = o sont ce qu'on peut 
appeler des points <T inflexion; le plan osculateur y est indi- 
te rmini. 

Liquation du plan est de la forme 

AX-fBY + CZ+D=o 

et contienttrois param&tres; on peut done le faire passer par 
trois points confondus en un seul, et alors il sera osculateur; 
on d^terminera ses coefficients par les formules 

Ax + B7 + G-? + D=o, 

A dx -+- B dy -+- G dz — o, 

A d*x -+- B d*y -f- G d*z = 0. 

En certains points, il pourra se faire qu'on ait en outre 

A d*x ■+- B d*y -t- G dtz = o, 
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et alors rumination de A, B, C donnera 



dx dy dz 
d t x d*y d*z 
d?x d 3 y d*z 



= o ou A = o ; 



le plan osculateur est alors surosculateur ou stationnaire, 
et la courbe se confond sensiblement avec une courbe plane 
dans le voisinage du point (x,y, z). 

Supposons une courbe donn£e par ses Equations; on pourra 
poser A = o. Cette Equation, jointe a celles de la courbe, de- 
terminera un certain nombre de points ou le plan osculateur 
sera stationnaire. Ainsi, sur toutes les courbes, en g£n£ral, 
il existe de tels points. 

Enfin il pourrait arriver que, en certains points, le plan 
osculateur eut un contact d'ordre encore sup^rieur; mais il 
faudrait une Equation de plus pour exprimer cette circonr- 
stance. II en resulte que les courbes ne poss&dent pas, en 
g£n£ral, de tels points. 

VII. — Gercle osculateur. 

Le cercle est determine par trois points : le cercle oscula- 
teur d'une courbe sera celui qui passera par trois points infi- 
niment voisins de cette courbe. On peut prevoir que le plan 
de ce cercle sera le plan osculateur, puisqu'il passe par trois 
points infiniment voisins de la courbe. Verifions cela par le 
calcul. 

Les equations d'un cercle sont 

(i) \x-\-T*y-¥- Cz-+- D = o, 

(2) ( a ._ a )i- f .( J ,_p)i + (*_. T )i = Ri. 

Pour exprimer que ce cercle est osculateur, il faut 6crire qu'il 
passe par le point (x 9 y, z) de la courbe et que ses dx, dy 9 dz, 
d 2 x, ... sont les m£mes que ceux de la courbe. Pour cela, 
nous £crirons que les Equations (i) et (2) ont lieu pour un 
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point de la courbe; cette condition est toute 6crite si a? e\.y 
sont supposes calcules en fonction de z a l'aide des Equations 
de la courbe. DifT£rentiant alors les formules (i) et (2), nous 
exprimerons qu'elles ont encore lieu quand on y remplace 
x, y, z, dx y dy, dz par leurs valeurs tiroes des Equations 
de la courbe, et nous diff*£rentierons ainsi jusqu'a ce que 
nous ayons juste assez d'£quations pour determiner les coef- 
ficients A, B, C, D, a, (3, y? R« Nous trouvons ainsi, outre 
les Equations (1), (2) entendues comme il a £t£ dit, 

(3) A dx ■+- B dy -4- C dz = o, 

(4) (a? — a.)dx-*r(y— $)dy-*-(z — f)dz = 0. 

On peut encore £crire deux Equations pour determiner les 
sept coefficients auxquels se r£duisent A, B, . . . , R. Diff£- 
rentions encore et nous aurons 

(5) A d*x -+- B d*y -+- G d*z = o, 

(6) (a? — <t)d*x+(y — $)d*y-+-(z — *t)d*z = ds*. 

II semble qu'il reste un coefficient ind£termine dans le r£- 
sultat; mais les Equations (1) et (2) repr6sentent d'une infi- 
nite' de manieres le m£me cercle, et Ton peut supposer 

Aon- B p h- C y h- D = o ; 

a, [3, y seront alors les coordonnees du centre du cercle 
osculateur. Cette formule permet d'^crire liquation (1) ainsi 

(7) A(a ? -a)- + -B(7-P)-+-C(^- T ) = o 

et d'eliminer D. 

Pour calculer a, (3, y et R, ce qu'il nous importe surtout 
de connaitre, nous observerons que, si pour un moment 
a, (3, y sont considers comme coordonnees courantes, 
liquation (4) repr£sente un plan normal, et liquation (6), 
obtenue en difT6rentiant (4), est liquation d'un plan passant 
par l'intersection du plan normal avec le plan normal infini- 
ment voisin; les formules (4) et (6) repr^sentent l'axe du 
cercle osculateur. Ainsi, Vaxe du cercle osculateur est 



QUESTIONS DEPENDANT D'iNFINIMENT PETITS. 36 1 

V intersection de deux plans normaux, infiniment voisins. 
Les Equations (3), (5), (7) sont celles du plan osculateur. 
Ainsi : 

Theoreme. — Le plan du cercle osculateur est le plan 
osculateur. 

En r£solvant les formules (4), (6), (7) et en observant que 
A = dyd 2 z — d 2 ydz, . . . ,puisenposantD 2 = A 2 -j-B*-|-C 2 , 
on trouve 

ds* 
(8) a? — a = j- [dz(d*xdz — d t zdx) — dy( < d*ydx — d*xdy)]. 

Cette formule se simplifie et donne successivement 

d$ % 

x — a = -=— [d*x(dy*-±-dz*) — dx(d*zdz -hd*ydy)], 

ds* 
x — ol= — [d*x(ds* — dx*) — dx(dsd*s — dxd*x)], 

ds % 
(9) x — a = -_^" (d*xds — d*sdx). 

Pour calculer R, nous observerons que la formule (8) peut 



s'ecrire 



(x-a)=*£(Kdz-Cdy); 

en ajoutant cette Equation avec celles qui donnent y — (3, 
z — y> &P r ^s les avoir £lev£es au carr6, on a 

R1= S2 (B ^- G ^ )t 

ou, en vertu d'une identity bien connue, 

ds* 

R« = ^[(A* + B*H-C«)(<*r*-H<fy* -*-<£*»)-- (Adx + Bdy-hCdz)*], 
c'est-a-dire, en observant que le second terme est nul, 
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ou, reductions faites, 

do) R = ^ 

ou enfin 

(10 bis) R = ** — 

[(dyd*z — dzd*y)*-+-(dzd*x — dxd*z)*-+-(dxd*y — <fyd 1 x)*] t 

Le cercle osculateur £tant tangent a la courbe, le rayon de 
courbure du point de contact est dirig^ suivant une normale 
a la courbe; cettenormale, situ^e dans le plan osculateur, porte 
le nom de normale principale. Nous la supposerons dirig£e 
de la courbe vers le centre du cercle osculateur; ses cosinus 



directeurs sont alors x p * > * p > — 5-^* c'est-a-dire 

K K K 



x — a j' — p z — y 

ds % 
Y^(d*xds — d*sdx), 



c'est-a-dire, en vertu de (10), 

_ dtxds — dtsdx d*yds — d*sdy D d*zds — cPsdz 
(II) R di> ' R *i "' R £i 

Avantd'aller plus loin, nous ferons observer que, quand l'arc 
est variable ind£pendante, les cosinus directeurs de la nor- 
male principale se r£duisent a 

R—, R^, R— . 
ds* ds % ds* 

En dcrivant que la somme de leurs carr£s est l'unit£, on trouve 

i /*£y + /^y + /**y. 

R» \ds*J \ds*J \ds*J 



VIII. — Des deux courbures des courbes gaucbes. 

Dans la G6om6trie a trois dimensions, comme dans la 
G6om£trie a deux dimensions, il est naturel de mesurer la 
courbure d'une courbe par l'inverse du rayon du cercle oscu- 
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lateur. On arrive aussi d'une autre maniere a la mesure de la 
courbure. 

Si, com me en Geom£trie plane, nous appelons angle de 
contingence Tangle de deux tangentes voisines; si nous 
appelons de cet angle; si nous designonsen outre par ds l'arc 

correspondant, -y- sera ce que nous appellerons la courbure. 

Mais, ind£pendamment de cette courbure, les courbes 
gauches en possedent une autre (qui fait, par exemple, que 
l'he'lice a un pas) ; cette courbure ou torsion est produite par 
le de'placement du plan osculateur. Nous la mesurerons k 
l'aide des considerations suivantes. 

L'angle que deux plans osculateurs infiniment voisins font 
entre eux au point M d'une courbe est appele* angle de tor- 
sion. 

En d&ignant par dto Tangle de torsion, ds Tare correspon- 

dant, -j- est ce que Ton appelle la torsion en M . 

Pour calculer la courbure et la torsion, nous ferons usage 
d'un lemme que nous allons d£montrer. 

Lemme. — Soient a, (3, y et a h p n y« les coefficients 
directeurs de deux droites, leur angle; on a 

V ' (**+P + l*K*l + n + rt) 

Supposons maintenant que a 4 , (3 t , y« soient ce que devien- 
nent a, (3, y quand on passe de la droite a, (3, y suppos£e 
mobile k sa position infiniment voisine ; on aura 

ot,= a-t-c?a, p t = p -h- c?p, Yi=Y" } "' c fy> sin 1 8 = 8*, 
et la formule (i) donnera 

Telle est Texpression que nous voulions obtenir de Tangle de 
deux droites infiniment voisines. 
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Applications. — Supposons d'abord que a, (3, y repr6- 
sentent les coefficients directeurs de la tan gen te a une courbe 
au point (x, y, z), et soit ds l'6l£ment d'arc de cette courbe ; 
on aura a = dx, [3 = dy, y = ^ z i et 8 = rfe sera Tangle de 
contingence ; il viendra alors 

, (dyd l z — dzd l y)*^(dzd?x — dxd?z)* + (dyd*x--dxd i y) 2 
az _ : ; 

en divisant par ds 2 et en appelant -^ la courbure, on aura 

( \ x ^(dydtz — dzdtyp + idzdix — dxd* z)* -h(dyd *x — dxd*y}* 
W R* Si 

Nous appellerons R le rayon de courbure; nous pouvons 
observer qu'en d£signant par A, B, C les coefficients du plan 
osculateur, on a 

(a6w) Ri = dS ; 

la formule ( 2 ) peut encore s'^crire 

, . . 1 (dx 3 + dy t -hdz*)(d*x 1 -+-d t y* + d*z*) — i(dxd'x-hdyd*y-hdzd*z*) 
{2t er) w% = gj; 

En observant que dx 2 -+- dy 2 -t- dz 2 = ds 2 et qu'en diflfe- 
rentiant on a dxd 2 x -\-dyd 2 y -\-dzd 2 z = dsd 2 s, la for- 
mule (2 ter) devient 

1 __ ds*(d*x*-+- d*y*-i-d*z*) — t xdsd*$ a 
R* ~" ~~ds* ' 

si done on prend s pour variable ind£pendante, on a d 2 s = o, 
et 

Hi " (£)'+ (&)'+ &)'■ 

formule souvent utile, ct qui montre, ainsi que (2), que le 
rayon de courbure est £gal au rayon du cercle osculateur 
(voir p. 359). 



QUESTIONS DEPENDANT D'iNFINIMENT PETITS. 365 

Supposons en second lieu que Ton prenne 



(4) 



a = A = d % y dz — d*z dy, 
£ = B = d*zdx — d*x dz, 
Y = C = dtx dy — d*y dx, 



A, B, G d£signant, comme plus haut, les coefficients direc- 
teurs du plan osculateur; dans la formule (i), 8 d£signera 
Tangle dto de deux plans osculateurs voisins ou, si Ton veut, 
Tangle de torsion, et Ton aura 



(5) rftl>* = 



Posons 



(BdC — CdB)*->r(CdA — XdC)*-h(AdB — BdX)* 

( A» -t- B» -4- G» )* 



A = 



dx dy dz 
d>x d*y d*z 
<Px d?y d*z 



A est ce que Ton appelle le determinant de la courbe. Si Ton 
effectue le developpement de BdC — GrfB, on trouve, en fai- 
sant usage des formules (4). 

BdC — CdB = bdx, 
CdA — AdC = ±dy, 
AdB — BdA = \dz. 



Liquation (5) donne alors 



dt»* = 



A»<ft« 



et, en appelant „ la torsion -,- , 



(A»-rB*-t- C*;» 



du> 



A» 



T* (A^B^-hC*) 2 



puis, k 1'aide de (2 bis), on a 



j_ _ R»A« 

T* ~ ds" 



366 
et 

(6) 



CHAPITRB Y. 



I 

T 



R«A 

~d&'' 



T s'appelle le rayon de torsion. 

L'expression de A et par suite celle de T prennent des 

formes remarquables quand on choisit Fare s pour variable 

ind£pendante. On a 

x' y z' 

of y z' 

a? y m Z™ 



A 
ds* 



en d£signant par x\ y, z\ ... les ddrivies de x+ y, z rela- 
tives h; on en conclut, en ^levant au carre, 



(7) 



\ds*J 



y^ 2*'^ 2* vw 

Sx'af ^V s 2^^ 
^x'x" ^x'aT J^x"* 



or, si Ton differentie les formules z^ 2 == l et zl^ a 
dont la seconde est identique a (3), on a 



R* 



on a aussi 



2 



*"•■- S T 



La formule ( 7 ) devient alors 



(-Y= 



1 

R* 



1 
R 



1 
R* 



I 

R* 

"i 

R \ ck 



2 



*"* 



QUESTIONS DEPENDANT D'lNFINIMENT PETITS. 367 



OU 



/A\. 



d^* 



\dsy 

(6) devient par suite 



) ~ R*2d xm% R« R»V ds J ; 



p-h'2--p- 



R* 



R 



ds 



Till. — Discussion des formulas relatives a la courbure. 

Le rayon de courbure estune fonction de x,y, z, ouplut6t 
de l'une quelconque de ces variables; il ne peut £tre qu'acci- 
dentellement nul ou infini. En effet, si Ton suppose R toujours 

infini ou ^ toujours nul, les coefficients A, fi, C du plan oscu- 

lateur seront toujours nuls, et, dans ce cas, nous avons vu 
(p. 358) que la courbe se r£duit a une droite. R ne saurait 

£tre toujours nul, sans quoi ^ serait toujours infini et 

\ds* J \ds*J \ ds* ) 

aussi, ce qui ne peut avoir lieu. La torsion £tant exprim£e par 
la formule R 2 -r^ ne peut 6tre constamment nulle que si A = o ; 
or on a, en prenant z pour variable ind^pendante, 



A = 



dx dy dz 
d*x d*y o 
d?x d*y o 



c'est-a-dire 



A = (d*x d*y — d*x d*y) dz. 



Si Ton pose A = o, dz dtant different de ze'ro, on a 



dtxdty — d*xd*y = 



d z y d % x 

d*y d*x 
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ou, en designant par cune constante, 

logd*y — \ogd*x = logc, 

ce que Ton v^rifie en remarquant que la dittfirentielle du pre- 
mier membre de cette formule reproduit le premier membre 
de la formule pr£c£dente. On peut £crire cette formule ainsi 

d*x~° 
ou 

d*y — cd*x = o; 

en appelant d une nouvelle constante, on trouve 

dy — cdx = c'dz, 
et, en appelant c" une troisi&me constante, 

y — ex — c'z = c"; 

e'est liquation d'un plan : done les courbes planes ont seules 
une torsion nulle. 

Remarque. — Ainsi, pour exprimer qu'une courbe est 
plane, on pourra ecrire que son determinant est nul. 

IX. — Evaluation de quelques infiniment petite a l'aide 

des quantites R, T, A. 

Distance d'un point d'une courbe a la tangente menee 
par le point voisin. — Liquation de la tangente £tant 

X — x _ Y — y __ Z — z 
dx dy dz 

la distance h du point x -\- kx, y -f- Ajp, z -f- As a cette droite 
est donn£e par la formule 

, __ ^(&z dy — \y dz)* -+- ( \x dz — bz dx)* -+- ( \y dx — \x dy) 1 

\Jdx* -+- dy 1 -h dz* 
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RemplaQons A.r, Aj% As par 

dx h \ — £ — !-..., dy-r%d*y -*-..., dz -\- \ d* z ->r . ..; 

en negligeant les termes d'ordre superieur, nous aurons 



-v 



(d*zdv — d*vdz)* 



ds* 
c'est-a-dire (p. 362) 

Cette formule est exacte aux termes du troisieme ordre pres, 
et Ton v^rifie une fois de plus que la quantity h est du 
second ordre. 

Distance d'un point d'une courbe au plan osculateur 
mene par le point infiniment voisin. — L'equation du plan 
osculateur en x } y, z est 

(X — x){d*y dz — d 1 zdy)-\-. . .='0 

ou 

A(X — x) -f- B(Y — y) -4- C(Z — ,3) = o. 

La distance du point x -+- A.r, y -f- A;-, 5 + Asa ce plan est 
donn£e par la formule 

. __ A Aa? -+- B ly -+- C A* 

Or on a vu que (p. 348) 

A dx -*- B dy -4- C dz = o, 
A d*x -+- B ^7 -+- G d*z = o. 

Si done on remplace bx par dx -+- £ rf 2 # -f- -J r rf'x -+- . . . , on 
aura, en vertu des formules pr£c6dentes, 

A d*x -u B <f 3 y -4- C d*z 

k = 1 -. — ; 

6 /A» ■+■ B* h- C* 
I.. — Traited' Analyse, II. 24 
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si Pon rem place alors A, B, C par leurs valeurs 

d*y dz — d*z dy, d*zdx — d*x dz, d*x dy — d*y dx, 

on trouve, en se rappelant les expressions de A, -^ el ~ don- 
nees au paragraphe precedent, 

A R __ ds* m 
6 ds< ~ 6TR ; 

A" est done bien du troisieme ordre, comme nous 1'avons d^ja 
observe, et nous avons une double expression de cette quan- 
tity, exacte aux termes du quatrieme ordre pres. 

Difference entre un arc et sa corde. — Prenons to uj ours 
les m£mes notations. Les coordonn£es d'un point voisin du 
point (#, y } z) pourront 6tre representees par 

Aa? = dx -+- \ d t x -+- \ d*x -+- . . . , 
AT - dy -*- \ d*y — { d*y ■+- . . . , 
Az = dz -h -J d* z -T- i d* z ■+- . . . , 

et, si Ton prend Pare pour variable ind^pendante, ds repr£- 
sentera exactement la longueur de Pare qui va du point (x,j', z) 
au point x + A#, y -h A/, z -+- As. Soit c la longueur de la 
corde correspondante ; en ^levant les Equations pr£c6dentes 
au carr£ et en les ajoutant, il vient 

c* = ds 1 -\-(dx d*x ■+- dy d*y -r- dz d t z ) 

-+- \ {dx dtx ■+■ dydty -+- ck cP*) -t- {(d*x* -h rf*j* 4- d*z*) -k.., 

en nous arr£tant aux termes du cinqui&me ordre. Or on a 

dx* -+- dy 1 -t- dz* = ds* 
et, en diflferentiant deux fois, 

dx d*x -f- dy d*y -+- dz d*z = o, 

/is* 

dx d*x -+- c?^ dPj' -T- dz d* z — — ( d*x* -4- rf s / l -+- c? 2 * 1 ) = — — - ; 
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portant ces valeurs dans Fexpression de c 2 , on trouve 

ou 

c s — rf« 1 = — A -Rj- 

ou 

i d* k 

On voit que c — ds est du troisieme ordre; done, aux termes 
du cinquieme ordre pres, on aura, en remplagant c-\-ds 
par ids. 



a ds(ds — c) = -f, — 






ou bien en fin, aux termes du quatrieme ordre pres, 

On voit done que la difference entre un arc de courbe et sa 
corde est, non pas du second, mais du troisieme ordre. Cette 

difference est Igale &2T-iT7> aux termes du quatrieme ordre 

pres. 

Gavarni, si connu par ses illustrations, s'occupait aussi de 
Math£matiques, et il a calculi le d£veloppement de la diffe- 
rence ds — c suivant les puissances de ds. 

X. — Formules de Serret et Frenet. 

A chaque point {x,y, z) d'une courbe correspondent trois 
directions dites principales qui sont rectangulaires. Ces 
directions sont : i° celle de la tangente dont nous dlsigne- 
rons les cosinus directeurs par a, 6, c; 2° celle de la nor- 
male principale, ou normale situ£e dans le plan osculateur. 
dont nous d£signerons les cosinus directeurs par d \ 6', c'; 
3° enfin celle de la normale au plan osculateur, ou, d'apres 
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de Saint-Venant, la binormale, quand on suppose qu'elle 
passe par le point {x, y, z). Nous designerons ses cosinus 
directeurs par a", b", (?. 

Nous aurons d'abord entreles neuf cosinus a, 6, c, . . . , c" 
les relations qui existent entre les neuf cosinus que Ton con- 
sidere dans les formules de la transformation des coordonnSes 
en G^ometrie analytique a trois dimensions ; nous ne les ecri- 
rons que quand nous en aurons besoin. 

Nousallons d'abord apprendre k calculer ccs neuf cosinus. 
On sait deja que 

dx . dy dz 

(I) a= ds' b= li* Cz= &' 

CiO UrO C/t-O 

s d^signant 1'arc de courbe. Ces formules definiront le sens 
de la tangente. Nous avons vu que la direction de la normale 
principale elait donn£e par les formules 

/ r» d*x , _ d*y n d*z 

Tare £tant pris pour variable. Enfin, en posant 

A = dy d*z — dz d*y, B' — 

nous avons trouve* que les coefficients directeurs de la binor- 
male dtaient A, B, C. Pour bien determiner le sens de cetle 
binormale, nous ferons en sorte que 

a"=->r(bc'—cb') (etnon a"= cb' — be'). 
Nous aurons alors, a Paide des formules (1) et (2), 

» 

a =R d? = D' 

/ tit ~ dz d*x — dxd*z B 
(3) (*'= R W* = D' 

, _ dxd*y — dyd 1 x G 
c =R dT* = D' 

D» = A* + B* -*- C»; 
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des formules (i) et (2) on tire 

da __ a 1 db __ b^ dc _ c' 

<4) ds~ ""K' ds~~H' 3s ~ 5' 

vl, en diflferentiant (3), on a 

, „ D d\ — A dD D*d\ — AD rfD 
da = D* = D3 

1 

ou bien 

, , (A*-+-B*-+-C*)rfA — A(\dk + BdB + CdC) 
da = : Bf 

B (B dk — A dB) ■+■ C(C dk — A dC) 

~" D* 

Or on a vu que B dC — C dB = A dx, . . . , ce que Ton peut 
d'ailleurs verifier iramediateraent; done 

MCdy-Bdz) 

D 5 ' 

A d£signant com me plus haut le determinant de la courbe 

ou 

or ^ est pr£cisement £gal a =; on a, par suite, 

da" a* 

~ds = —T* 

Si 1'on convient de donner un signe k T et de le prendre tel 
que 1'on ait T = — > il viendra 



(5) 


da" a' 

~d7 "" T' 


db" b' 
ds ~ T' 


d<f c\ 
ds ~ T ; 


enfin on a 









a'*-*- b'*-h c'» = 1, 
aa'-+- bb' -+- cc' = o, 
aa'-i-bb" + cc' = o. 



■1 
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En differentiant et en faisant usage des formules (4), (5), or* 



trouve 



. da! . . db' , dc' 

a —j- -h b -j- h- c -j- = o, 

as ds ds 

a— b— — - — - 

ds ds ds ~~ R 

, da! db 1 „ dc' i 

ds ds ds ~~ T" 



on en tire 



/r . da! fa a"\ db' lb b'\ dc' (c <f\ 

(6) "3F = -U + TJ' ~di = -{*-*- T)' ■3F = -U" + 'tJ- 

Les formules (4), (5), (6) sont les formules de Serret et Fre 
net. 



XI. — Demonstration nouvelle des formules de Serret 

et Frenet. 

De la th£orie des tangentes et des formules de Serret 
on peut d^duire avec facility toute la th^orie des courbes 
gauches, pourvu que Ton admette encore ce th£oreme 
d^montre* plus haut (p. 35o) : 

U intersection du plan osculateur en un point M d'une 
courbe gauche avec le plan osculateur infiniment voisin 
est la tangent e en ce point M de la courbe en question. 

II importe d'^tablir directement ces formules, et l'on y 
parvient corarae il suit : 

Par l'origine des coordonn6es menons deux droites de 
longueur e*gale a 1'unite* : l'une OA, parallele a la tangente en 
x, y, z a la courbe ; l'autre OB, parallele a la tangente au point 
voisin x -h dx, y -+- dy, z-\-dz. AB pourra rem placer Tare 
de cercle decrit de O comme centre avec OA pour rayon, 
et termini en A et B. AB aura alors pour mesure Tangle de 
contingence de la courbe en x,y, z\ ainsi 
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R design ant comme plus haut le rayon de courbure de la 
courbe. Quant a la direction de AB, elle sera, a la limite, 
perpendiculaire au rayon OA, comme tangente a Tare de 
cercle AB; elle sera d'ailleurs contenue dans le plan parallele 
a deux tangentes voisines, e'est-a-dire dans un plan parallele 
an plan osculateur; la direction limite de AB est done celle 
de la normale principale, dont nous avons dSsigne* les cosinus 
directeurs par a', b\ c f . 

Si Ton applique alors le theoreme des projections au triangle 
OAB, en observant que les coordonn£es de A sont a, 6, c et 
que celles de B sont a + da, b -f- db, c -f- dc, on aura, en 
projetant successivement sur les trois axes de coordonn6es 

( 7 ) da= a' -^y db — b' ^ , <ic = c' - - • 

C'est la premiere des formules de Serret. Pour obtenir 
celles qui donnent dol\ db", d<?, menons encore par Tori- 
gine O deux droites 6gales a l'unit^ : OA parallele a la binor- 
male, OB parallele a la binormale infiniment voisine ; AB sera, 
comme tout a Theure, perpendiculaire a OA. Or Tintersection 
des deux plans osculateurs normaux a OA et OB est a la limite 
la tangente a la courbe; cette tangente est normale a OA et 
OB, et par suite a leur plan et a Ferment AB situe* dans ce 
plan; AB est done a la limite perpendiculaire a la tangente 
et a la binormale, e'est-a-dire parallele a la normale prin- 
cipale. Or AB mesure Tangle de deux binormales voisines; 

ds 
sa longueur est par suite egale a Tangle de torsion -=r, ses 

projections sur les axes sont a' -rrr> V -™ et d ■«• En proje- 
tant alors le contour OAB sur les axes, on a 

(8) da'=a'~ 9 db'=b'~, dc°=c'^. 

En fin on tire, en difierentiant a 2 + a' 2 -h a" 2 = i , 

ada-+- a! da' -\- a" da' = o, 
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et, en vertu de (7) et (8), 

. ds , , . _ , ds 
aa' -g-+a da -ha' a -=? = o 

ou 

(9) ] rf6'=-<fc(g+*-), 

Ainsi se trouvent£tablies, et de lafa^on la plus simple, les 
neuf formules de Serret et Frenet. 



XII. — Enveloppe des plans osculateurs des courbes ganches, 

on lien de lenrs tangentes. 

Soient a, b, c les cosinus directeurs de la tangente a une 
courbe gauche ; a', b\ d les cosinus directeurs de sa normal e 
principale ; <z", 6", <f ceux de sa binormale, liquation du plan 
osculateur au point (x, y, z) est 

(1) a'(X — x) -4- b"(Y ~y)-h c'(Z — z) = o. 

Pour en obtenir l'enveloppe, il faut diflferentier cette Equation, 

ce qui donne 

da" v N dx „ 

— ,— (X — x) j- a ~\- ... = o ; 

as ds 

or, si l'on remplace -7- par a, ... et si Ton a £gard aux for- 

mules de Serret (p. 373) qui donnent -y- = -„> •• •> la for- 

mule pr£c£dente devient, en observant que aa" -f- bb" -f- of 
est nul, 

(2) a'(X - x) -4- &'( Y — y) -4- c'(Z — z) = o. 

Cette Equation est celle d'un plan perpendiculaire a la nor- 
male principale, coupant le plan osculateur suivant la tan- 
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gente a la courbe qui, par consequent, est la caract£ristiquc 
de Fenveloppe. 

Si Ton diflferentie (2), on aura l'arSte de rebroussement de 

Tenveloppe 

da' v dx , 

— — (A — X) =— Ct -t- . . . =0. 

ds ds 

i° Si l'on remplacc —r- par sa valeur a et si Ton observe que 
aa f -{- bb f -+-cc'=o; 2 si Ton remplace —y- par sa valeur 
— ( R ~*~" T ) d^duite ^ es formules de Serret, on a 

(r-t> x -)-(s-t> y -^-(h-t> z -^=°- 

Cette formule, eu £gard a (1), peut s'^crire 

(3) a(X — x )-+-b(X~~ jk)-hc(Z — z) = o; 

c'est liquation d'un plan normal. Les formules (1), (2) et 
(3) donnent X = x, Y = y, Z = z. I/ar6te de rebroussement 
de la surface enveloppe des plans osculateurs d'une courbe 
est done cette courbe elle-m^me. 



XIII. — Enveloppe des plans normanx. — Sphere oscnlatrice 

on lien des normales principales. 

Conservant les mgmes notations qu'au paragraphe pr6c£- 
dent, liquation du plan normal sera 

(1) a(X — x)-hb(Y— y)+c(Z — z) = o; 

la caract£ristique de son enveloppe sera donn^e parson Equa- 
tion et sa diff£rentielle 

da v dx 

ds ds 

~T == r" " ) (P" ^7^)» 

(2) a'(X - x\ + b\X -y)-h c'(Z — z) = R : 
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c'est liquation d'un plan perpendiculaire a la normale prin- 
cipally situ£e a la distance R du point (x } y, z); les formules 
(1), (2) representent done Faxe du cercle osculateur. L'£li- 
mination de s entre ces formules (1), (2) fera connailre l'en- 
veloppe des plans normaux. Cette enveloppe a re^u le nom 
de surface polaire. 

L'ar6te de rebroussement de la surface polaire s'obtient en 
difF&rentiant (2), ce qui donne 

da' ,-j. v . dx cTR 

— v- (X — x) — a -.- -h. . .— -j- 
as ds ds 

ou bien, paries formules de Serret, 



( a a "\tx \ _ dR 

\R~*~T) {X ~~ x) ~ h ---~d^ ; 



ou, en vertu de (1), 

dR 



(3) a*(X — *)+6'(Y— y) + cr(Z— *) = -T 



ds 



Le lieu des centres des spheres osculatrices est precise- 
merit Var&te de rebroussement de la surface polaire. 

En effet, cherchons le rayon p et les coordonne'es X, Y, Z 
du centre de la sphere osculatrice. Pour cela, il faudra£crire 
que cette sphere passe en x,y 7 z ; nous aurons alors 

(0 { X-xy-->r(Y-y)* + (l-z)*= 9 *; 

on devra. ensuite differentier cette Equation, en supposant 
que x,y, z appartiennent a la sphere, puis exprimer que les 
dx, dy, dZj . . . que Ton en de'duit sont dgaux a ceux de la 
courbe, ce qui produira 

(X — x) dx -+-(Y— y) dy -h(Z—z)dz =0, 
(5) { (X — x)d*x-*r(Y --y)d*y + (Z — z)d*z = ds*, 

(X — x) d*x -f- ( Y —y) d*y + (Z — z) d*z = 3ds d*s. 
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Ces Equations font connaitre X — x 7 Y — y 9 7j — s, et, en 
)es portant dans (4), on en d£duit p. Or la premiere Equation 
(5) est liquation du plan normal; quand on y consid&re 
X, Y, Z comme coordonn£es courantes, les a litres formules 

(5) sont ses differentielles; les trois formules (5) repre- 
sented done ]'ar£te de rebroussement de la surface polaire. 
Les Equations (5) sont done £quivalentes a (i), (2), (3), et 
Ton en tire, en multipliant la premiere par a, la seconde par 
a', la troisi&me par a", etc., eten les ajoutant, 

as 

(6) { Y -y = b'K—b'T ^, 

as 
et en faisant la somme des carr£s et ay ant 6gard a (4), 

( 7 ) p.^R. + T.^)'. 

Supposons que Ton cherche un point (x<>y, z) sur la courbe, 
tel que sa distance p a un point donne (X, Y, Z) soit minima, 
il faudra poser 

et dilKrentier cette Equation identique a (4); on aura alors 
la premiere Equation (5), ce qui indique que le point demands 
(jr^y, z) est sur le plan normal a la courbe men£e parX, Y, Z. 
Si toutefois la seconde Equation (5), diff&rentielle de la pre- 
miere, etait satisfaite, le point (X, Y, Z) serait sur l'inter- 
section de deux plans normaux infiniment voisins, et p ne 
serait plus ni maximum, ni minimum; a moins en fin que 
la derniere equation (5) n'ait lieu £galement, alors le point 
(X, Y, Z) serait pr£cis£ment le centre de la sphere osculatrice 
en #,jKj z. 
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Le centre de la sphere osculatrice, corame Ton voit, est, 
sur Paxe du cercle osculateur, le point pour lequel sa dis- 
tance a la courbe a un minimum, a l'exclusion de tous les 
autres. 

Remarque. — Solent a f , b u c { \ a b\, c\\ a\, b\ 7 c*, 
s lf R 4 , T< les quantit£s analogues a a, b, c, . . . , R, T, rnais 
relatives a l'ar£te de rebroussement de la surface polaire. Le 
plan normal de la courbe propos£e est, d'apr&s la definition 
dela surface polaire, le plan osculateur de Tar£te de rebrous- 
sement de cette surface ; done 

(1) a\ = a, b\ — b f c\ = c. 

En diffdrentiant ces Equations et appliquant les formules 
de Serret, on a 

T dSl = a dSl 

(») \ Y ds t = - ds, 

^ds^-^ds 

et, en ajoutant les carr£s, 

ds t ds 
(3) TT = TT 

Multiplions les deux derni&res Equations (2) et les deux 
dernieres equations (1); nous avons 



e'est-a-dire 



M-Wa^'-"*, 



|i <&, = _£*; 



done, en vertu de (3), 

(4) a l = —a', b\~ — 6", Ci = —c'. 
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Done le plan normal & Varite de rebroussement de la 
surface polaire est par allele an plan osculateur de la 
courbe proposSe. 

En fin, si Ton differentie les formules prec£dentes en ayant 
egard aux. relations de Serret, on trouve 

— ds x = — y ds > 
(5) < QdM t = -£dt, 

d'ou 1'on tire, en ajoutant les carr£s, 
a dst ds 

(6) TC^T' 

Les formules (3) et (6) donnent done 

dsj _ R| : _ T, 
ds ~ T *" R ' 

et ce th6or&me remarquable 

RRtrrTT,. 

XIV. — Developpees des courbes gauches. 

On dit qu'une courbe A est une d£velopp£e de la courbe B, 
si les tangentes a A sont normales a B. 

Les normales principales d'une courbe ne sduraient en- 
velopper une developpee de la courbe et, par suite, le lieu 
des centres de courbure ne saurait non plus &tre une deve- 
loppie. 

Pour le prouver, ilsuffitde calculer la plus courte distance 
de deux normales principales infiniment voisines et de mon- 
trer que cette plus courte distance est du premier ordre. 



\ 



382 CHAPITRE V. 

Les Equations de la norm ale principale sont, avecles nota 
tioDs du paragraph e precedent, 

X — x Y — y Z — z 



I 



a 



V 



j i 



A = 



celles de la norm ale infiniment voisine sont 

X — x — dx Y — y — dy Z — z — dz 

a' -t- da ~ "" V -h db~ + ~~? — dc' ' 

Si Ton appelle h la plus courte distance en question, on a 



: i/fjdc'-c'db'f + ic'da' — a'dc'f-i-ia'db' — b'day 



dx 


dy 


dz 


a' 


b' 


c' 


da' 


db' 


dc' 



ou, en vertu des formules de Serret, 



h = ds* 



a b c 

a' b' c 

^ P c * 

T T T 



: sJdd*->rdV*^dc* 






ds* _ Rds _ 

R2 "" |/T«"4- R* 



Cettc quantite h est done bien du premier ordre. 

c. Q. F. D. 

Un proc^de* analogue a celui-ci montre que la plus courte 
distance de deux binormales infiniment voisines est £gale a ds 
aux termes du second ordre pres. 

Theoreme I. — Les diveloppies d'une courbe se trouvent 
sur la surface po lair e. 

En effet, si Ton considere deux tangentes a la developp^e, 
elles seront dans deux plans normaux a la courbe proposed, 
et, comme elles se coupent en un point de la d6velopp£e, ce 
point de la developpe'e se trouvera a Intersection de deux 
plans normaux, e'est-a-dire sur la surface polaire. Nous a lions 
le verifier par Tanalyse. 
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En conservant toujours nos notations, les Equations d'une 
nor male quelconque seront : 
i° L'equation du plan normal 

(i) ^a(X-x) = o; 

2° Liquation d'un plan passant par la tangente, d'ailleurs 
tout a fait quelconque ; en appelant i Tangle que ce plan fait 
avec le plan osculateur, son Equation pourra £tre presentee 
sous la forme A" = A' tang i ou A* — A'tangi = o, A" d£si- 
gnant la distance du point (X, Y, Z) au plan osculateur, et A' 
la distance du m&me point au plan perpendiculaire a la nor- 
male principale. Liquation A" — A / tang« = o peut s'^crire 

(a) £j( a * — a tang*)(X — x) = o. 

Sp£ciGons maintenant que la droite ( i ) , ( 2 ) engendre une sur- 
face deVeloppable ou rencontre la normale qui lui est infini- 
ment voisine, nous aurons la condition pour que (X, Y, Z) 
soit le point d'une d6velopp£e. Si, pour abr^ger, on repr£- 
sente (1) et (2) par P = o, Q = o, la droite infiniment voi- 
sine de celle que nous consid£rons sera representee par 
P -f- dP = o, Q -+- rfQ = o, et la position du point (X, Y, Z) 
ne sera pas alte^e en remplagant ces formules par rfP = o, 
rfQ = o. Ce sont ces Equations que j'^cris 

Nrfa(X — x) — ^^adx = 0, 

y^da" — da' tang i — a's£c* idi){\ — x) — yjja* — a' tang i)dx = o. 

D'apres les formules de Serret, ces Equations peuvent fitre 
remplacees par 

(3) ^* { X-x)-i = o, 

(4) 2L^^(R^T) tangl ~ as6c,l ^J^ x ~" a:) = 0, 

La condition de rencontre s'obtiendra en eliminant X, Y, Z 
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entre (i), (2) et (4), ce qui donne, toutes reductions faites, 

... 1 di 

(s) T-5i =o: 

d'ou Ton conclut que di est Tangle de torsion et que i ren- 
ferme une constante arbitraire, puisqu'il est donne par sa 
derived. II en resulte que X, Y, Z, donnas en fonctions de i 
par les formules (1), (a), (3), renfermeront une constante 
arbitraire; done : 

TheoremeII. — Une courbe a une infinite de diveloppees. 

Ces de\elopp£es sont sur la surface polaire, car (1) et (3) 
sont liquation d'un plan normal et du plan normal voisin. 
Elles repr^sentent l'axe du cercle osculateur. 

De (1), (2), (3) on tire 

j X — x = R(a'-*- a" tangt), 
(6) Y-y = R(b'~PtMgi), 

( Z — z = R(c'-r- c'tangi); 

ce sont les Equations d'une des d£velopp£es. Si nous diffe- 
rentions ces formules, nous aurons 

dX — ads = dR(a'-h a* tang i) 

/a a' a' . w , . di\ . 

* iK \- R " T ^ T taD B , + fl SeC ' di)* 

et, en simpliGant, puis en observant que = = -j-, 

dX = dR{a'-+-a" tang i) -+- R (a' tang i -+- a' tang 1 i)di; 

m 

en ajoutant cette Equation avec ses analogues apres les avoir 
elevdes au carre, on a, en appelant s t l'arc de de'velopp^e, 

ds\ = (dR-h R tang i eft )*(i-*~ tang'i) 

oil 

, dR Rtangi __. dR ^ , 1 

dSi = . H ?- di = . -h Rd . 

cost cost cost cost 
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Oil 

d$i= d( . ) • 

\COSl/ 

R 
Or . est la distance du point (X, Y, Z) au point (x,y, z), ce 

dont on peut se convaincre en ajoutant les carrtfs de (6); en 
appelant done u cette distance, on trouve 

ds\ = du, S\= u — Wo- 

Theoreme III. — Uarc de developp&e est done egal aux 
differences des distances deses extremitis aux points cor- 
respondants de la courbe proposie. 

Appelons a«, 6 ( , c«, . . . , R|, T t les quantity analogues a 
a, 6, c, . . . , R, T relatives a la d6velopp£e ; on a e* videmment 



a x a -+- b\b -v C\C = ^ aa,\ = o, 



puisque la tangente a la deVeloppee est, par definition, nor- 
male a la courbe proposed. 
On a aussi 

(7) X — x—a x u^ Y — yz=b i u > Z — -8 = c,w; 

si l'on differentie ces formules, en tenant compte de ds K = du, 
on trouve 



<X\ dsi — ads = a x ds x -\ — —— dsi ; 



par suitej 



ads = ^— dsi, bds = ~ ds u 



• • • > 



on en conclut 

ds u . , . , , 

(8) di = W 9 « = —«i» b=—b k , c = — Ci; 

done : 

Theoreme IV. — La normale principale de la developpie 
est parallele a la tangente a la courbe proposee. 

L. — Traite d' Analyse, II. a5 
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Si Ton diff&rentie les formules (8), on a 



a a i 
R *~ R^ 



a 



• • » 



en £levant au carre" et en ajoutant, il vient 



i 
R* 



i 



I 

TJ 



On voit que T t ne peut 6tre infini que si -~ = ^- ou R = R 

et alors a'= a i7 b'= b t , d = C\ ; la deVelopp£e est done tan- 
gente a une parallele a la normale principale, e'est-a-dire a 
cette normale principale; or deux normales principales ne 
peuvent se rencontrer que si la courbe est plane; done : 

Th£oreme V. — Les d£velopp£es des courbes gauches 
sont gauches, les diveloppSes des courbes planes sont 
gauches, a V exception de celle qui est dans le plan de la 
courbe. 



XV. 



Da lien des centres de conrbnre. 



Le lieu des centres de courbure ne saurait £tre une d6ve- 
lopp£e, puisque les normales principales ne se rencontrent 



Fig. 3 7 . 
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pas. Mais ce lieu se trouve sur la surface polaire, qui est le 
lieu des axes des cercles osculateurs et qui contient, par suite, 
les centres de ces cercles. 
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Soienl 

MT la tangente a la courbe propose'e ; 

MN la norm ale principale ; 

MH la binormale; 

NN' Taxe du cercle osculateur. 

La tangente a la d£velopp£e au point M' de cette courbe 
est la normale MM' a la courbe proposed, W n parallele a MT 
est la normale principale de la de>eloppee, M'A binormale 
de la developp^e est dans le plan normal a la courbe proposee ; 
on a done 

\ai a = o, ^a!a'=cosi, 7 k a \ <£ — sin t, 
^a*i a = o ; • 2> a \ a ' = sm ' > \, a \ a " = 



cost; 



<Z| = a. 



II rtfsulte encore de la que le plan osculateur de la deVelop- 
pee MM' n est normal a la surface polaire ; car la normale prin- 
cipale M'/i est perpendiculaire a la tangente MM' de la d£ve- 
lopp^e et a la g£ne>atrice M'N de la surface polaire, e'est-a-dire 
a deux tangentes passant en a! de la surface polaire. 

Une courbe traced sur une surface, et dont la normale 
principale et, par suite, dont le plan osculateur est normal a 
la surface, est dite ligne giodisique; ainsi : 

Theoreme I. — Les divelopp&es sont des giodesiques de 
la surface polaire. 

Le plan M'MN est tangent a la surface polaire, car il en 
contient deux tangentes, a savoir MM' et la generatrice M'N. 
Cela pose", enroulons le plan M'MN sur la surface polaire; 
comme du ou rfMM' est £gal a ds t , si nous designons par des 
lettrcs portant l'indice o ce que deviennent les points 
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M', N', . . . quand M passe en M situe" sur la courbe pro- 
posed, la droite MM' s'enroulera sur la surface polaire, le 
point M' tombant en M' , et il arrivera un moment ou le point 
M lui-m6me s'appliquera sur la surface polaire; mais ce poinl 
M coi'ncidera alors avec le point M ; done : 

Theoreme II. — Lorsque Von enroule le plan M'MN 
sur la surface polaire, toutes les developpees sont les 
courbes suivant lesquelles s'enroulent les nor males telles 
que MM' et, par suite, toutes les developpees passent par 
un point fixe. 

R£ciproquement, quand on developpe la surface polaire, 
les developpees se transformeront en droites passant par un 
point fixe. 

Le lieu des centres de courbure est le lieu des pieds des 
perpendiculaires abaisse'es des points M sur la g^neratrice de 
la surface polaire; done : 

Theoreme III. — Le lieu des centres de courbure est, 
apr&s le developpement de la surface polaire, la podaire 
du point par lequel passent les developpees, par rapport 
& la transformee de Var&te de rebroussement. 

XVI. — Du plan rectifiant et de la surface rectifiante. 

On appelle plan rectifiant d'une courbe le plan qui passe 
par la tangente et la binormale; ce plan enveloppe une sur- 
face ddveloppable appelee surface rectifiante ; la carac- 
t£ristique du plan rectifiant est appelee la droite recti- 
fiante. 

Le plan rectifiant a pour Equation, en employant toujours 
les m£mes notations, 

(i) (X — a7)a'-h(Y— y)V+(Z— z)c' = o\ 

sa caract£ristique ou la droite rectifiante aura pour £qua- 
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tions (1) et la suivante, obtenue en difKrentiant (i) et en ayant 
^gard aux formules de Serret 

La droite rectifiante passe done par le point (#, y y z) de la 
courbe consider^ ; ses coefficients directeurs sont 



ou bien 



*(.*t)-'M 



a a' b b" c <f m 

T""R' t~"r' t~r ; 



la droite rectifiante fait avec la tangente a la courbe un angle y 
donne" par les formules 



I 1 

COS I : — 


it 


V R 1 T* 
. . T 

cm 1 — ... . 


/R l -+- T* 


Mil / — • 

' T 

tang/ = 5' 





Les developpantes de la courbe propos£e sont les trajec- 
toires orthogonales des tangentes; elles sont, par consequent, 
situ£es sur la d^veloppable lieu des tangentes. Consid^rons 
une de ces developpantes et menons-lui un plan normal ; ce 
plan normal passera par la g£n£ratrice de cetted£veloppable, 
e'est-a-dire par la tangente a la courbe proposee en (#,JK, z), 
et il sera perpend iculaire au plan, tangente de cette develop- 
pable : ce sera precisement le plan rectifiant en x, y, z, Ainsi : 

Le plan rectifiant est normal aux diveloppantes de la 
courbe proposie. 

Le plan rectifiant enveloppe done la surface polaire, com- 
mune a toutes les developpantes de la courbe proposee; or 



3o,<> CHAPITRE V. 

la courbe proposee £tant une d^veloppee de ses develop- 
pantes i° se trouvera sur la surface polaire en question, ce 
qui £tait Evident; 2 se transformera, apr&s le d£veloppe- 
ment de la surface rectifiante, en une ligne droite. On peut 
dire que : 

La surface rectifiante d'une courbe est une developpable 
contenant cette courbe, et telle que, si Von developpe cette 
surface sur un plan, celle-ci se transforme en une ligne 
droite. 

La surface rectifiante est d'ailleurs la seule surface jouissant 
de cette propriety; car la courbe proposee, devant se trans- 
former en une ligne droite, est une geod£sique de la surface, 
et nous verrons plus loin que les g£od£siques d'une surface 
ont leur plan osculateur normal a cette surface. La surface 
cherch£e doit done avoir son plan tangent normal au plan 
osculateur k la courbe proposee ; comme il doit contenir la 
tangente a cette courbe, il est d£ termini et son enveloppe Test 
par suite. c. q. f. d. 



XVII. — Sur le deplacement des figures. 

Nous allons maintenant ^tudierle mouvement d'une figure 
invariable de forme. Quoique ce sujet soit traits k fond dans 
la M£canique rationnelle, nous en dirons ici quelques mots, 
a cause de l'importance qu'il a en Geometric 

Rapportons la figure mobile a deux syst&mes d'axes, 1'un 
ox , oy y oz parfaitement fixe, I'autre Q£, Q7j, Q£ mobile, mais 
invariablement li£ a la figure mobile. 

Soient x,y, z les coordonn^es d'un point de la figure mobile 
par rapport aux axes fixes, £, 7j, £ les coordonndes du m£me 
point par rapport aux axes mobiles; £, 7), £ seront constants 
et rf$, dy\, a% seront nuls pendant le mouvement. 

Soient x 0f y , z les coordonndes du point Q par rapport 
aux axes fixes; en appelant a, b, c f a', b', c 7 , . . . les cosinus 
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directeurs des axes mobiles par rapport aux axes fixes, on 
aura les forniules connues 

Ix = x •+■ a \ -+- d 7) ■+- a" £, 
y=y. + b\ + b\ + Vl, 
z = zo-t- c £ ■+■ c'tj -+- c" £ ; 

en supposant alors que le systeme prenne un mouvement 
infiniment petit, il viendra 

Idx = dx -+- \da -+- r, aV -+- (aV, 
ay = dy -h%db -hr\ db' -+- X,db*, 
- dz = dz -+- £ dc -+- 7j aV -+- J<fc r . 

Le d^placement rf$ du point a:, j', z est la r£sultante de 
deux autres dont les projections sont dx , dy , dz et 

Ioa? = \da^r-r\ da! -+- (oTz", 
ly = ldb-^r i db , -hZdb", 
Zz — \dc-~- i\dc' -+- X^dc" . 

Quel que soit le point (#, y> z) y le d^placement dx , dy^ dz 
sera le mdme : ainsi on peut regarder le premier d^placement 
comme un mouvement de translation; conside>ons le second. 
En vertu des relations bien connues entre les neuf cosinus 
a, b, c, . . . , on aura par differentiation 

a da ■+- b db -+- c dc — o, 
a' da' -t- 6' d&' -f- c' oV = o, 
aW-t-6W+c'^=o; 

(4) ; 

a" da' + b° db' + C" dc' = — (a? dot -\- b'db"^- c' dc") = />A, 
a aV-t- 6 a7>*-f- c dc' = — (a" da -t- £'a*6 ■+■ c'ac ) = qdt, 
a' da ->rb' db -*- c' dc = — (a da' -+- 6 a*6' ■+- c aV ) = r^ ; 

dt ddsignant une variable ind^pendante, qui sera, si l'on veut, 

I'lllment d^crit par le point x , y , z . 

Ceci pose\ multipiions les Equations (3) par a, b, c et 

ajoutons-les, puis observons que aZx -+- bty -±- c$z est la 

projection du du d^placement ox, Zy 9 Zz sur l'axe des 5, nous 

aurons 

du =(£y — ijr)a7; 
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appelant de m£me dv et dw les projections du de placement 
8.r, 8^, 8s sur Q7j et Q£, on a le groupe de formules 

Idu = ( £# — T^r)dt t 
rfp = («r-C|i)rfl f 
dw =(r t p — \q)dt. 

Dans ce deplacement, il y aura des points qui resteront im mo- 
biles ou, pour parler plus exactement, il y aura des points 
qui d£criront des chemins du second ordre : on les obtiendra 
en faisant du, dv, dw = o dans les Equations (5), qui devien- 
nent alors 

et qui se rlduisent a deux 

(6) 1=5=5; 

p q r 

les points qui dans le deplacement restent immobiles sont 
situ£s sur une droite (6). Cette droite a regu le nom d*aze 
instantani de rotation relatif au point Q; la direction de 
cet axe est ind£pendante de ce point Q. Ses cosinus directeurs 
sont, en posant 

(7) p 1 -f- q* -4- r* = oj*, 

donnas par les formules — > — > - : on voit que, dans le d6pla- 

r www * J *■ 

cement partiel que nous consid^rons, tous les points tourne- 
ront autour de 1'axe instantan£, et que le mouvement peut 
6tre consid£r£ comme un mouvement de rotation autour de 
l'axe instantand. 

On peut done £noncer le theor&me suivant : 

Theoreme I. — Tout mouvement d* une figure invariable 
de forme peut 4tre d&composi, et cela d'une infinite de 
mani&res, en deux mouvements : Vun de translation, 
V autre de rotation. 
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De quelque maniere quesefasse la decomposition, l'axe 
de la rotation a une direction constante. 

Remarque. — Si la figure mobile pr£sentait un point fixe, 
on pourrait supposer que ce soit le point (x ,y , z )', alors 
on a u rait dx = 8#, dy = 8^, dz — $z. Done : 

Theoreme II. — Tout mouvement infiniment petit d 9 une 
figure invariable de forme, qui prSsente un point fixe, 
peut etre consider 6 comme une rotation autour d'un axe 
passant par le point fixe. 

Reprenons les formules (5), faisons dans ces formules 
t\ = £= o, puis faisons momentan£ment coi'neider l'axe Q£ 
avec l'axe instantane; alors/? = q = o, r = <*>, on trouve 

du = o, dv = a>£ dtj dw = o. 

Ces formules montrent que {t>dt= -y-; oxdv est, en grandeur, 

le chemin parcouru par un point situ£ a la distance \ de l'axe: 
done todt est Tangle dont a tourn£ le syst&me \ pdt, qdt, rdt 
sont les projections de cet angle sur les plans des fo, des £!; 
et des fo. 

XVIII. — Axe de glissement. 

Parmi toutes les mani&res dont on peut decomposer le mou- 
vement d'une figure invariable de forme en une rotation et 
en une translation, il y en a une plus simple et qui consiste 
a choisir la translation parall&le a l'axe in s tan tan ^; cela est 
possible : il suffitde choisir le point (# >JKoj z o) de telle sorte 
que 1'on ait 

dx dyo d*o 



ap -h a 1 q ■+• a' r bp -+- b q ■+- b' r cp -+- c' q -+- <f r 

L'axe de rotation porte alors le nom d'axe de glissement; 
il est caracteris£ par ce fait que tous ses points d£crivent des 
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droites £ gales et paralleles; on peut done le d£finir en disant 
que e'est le lieu des points #, y, z, tels que 

dx dy dz 



ap -+- a! q -h a' r bp -+- b' q -+- b" r cp -h c' q ■+■ c' r 

___ ds ds 

~~ i/p*~^q*^~r* ~~ a) 
On peut £crire ces Equations 

cLvq -+- \da -4- 7) cfo'-f- £<&** __ rfv + 5^ + 1 db' -f- £cte* 
ap ■+■ a' q -h a" r ~" bp -h b' q -*- b' r 

__ dz -4- J rfc -+- tj rfc' -+- £ 6?C* _ fl& 
" cp -±- c' q -r- <f r ~~ to 

En £galant cette suite de rapports a Xrf/, on a 

Jrfa + Tj rfa' -+- £dfo* = X (a/? -4- a! q -+■ a* r) — <£f > 

£<#-+-T)fite' -4- £<#>" = X(ty> -+-£'? -H-6V) — rf^o, 

5 rfc -+- 7) rfc' -f- 5<tfc' = X ( cp -h c'q -T- c"r) — dz ; 
posant adx Q •+- bdy -+- cdz = du Q , . . . , on trouve 

lq--nr = \p-- di , 



TIP— fo = ^ r — 



~dt 



On en conclut que 



* _ du dv da>o 

^ dt * dt dt ' 

1 , r y\ y duo dv dw n 

La premiere de ces Equations determine \ etles Equations 
de l'axe dc glissement sont 

b>\(A>dt in dt & dt J dt ' 
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Oil 



du 
o> dt 



q A dv 



ds 



ft K 

9 d^signant-^ cos((o, s ). Ce sont les Equations de Paxe de 

glissement par rapport aux axes Q£, Qtj, Q£; par rapport 
aux autres axes, ces Equations seront 

q[a(x — x ) -+- &(^ —.To) -+- <>(* — *o)] 

r '/ \ i /> ft ^ M <> 



XIX. — Sur le deplacement des lignes remarqnables liees 

aux divers points d'une courbe. 

Conside'rons le triedre forme par la tangente, la normale 
principale et la binorinale d'une courbe, et etudions son 
deplacement par rapport a trois axes fixes Ox, Oy f Oz. 

Soient a, 6, c les cosinus directeurs de la tangente, a\ V , d 
ceux de la normale principale, et a", 6", c" ceux de la binor- 
male; soient R et T les rayons de courbure et de torsion, 
ds 1'arc de courbe, dp, dq, dr les projections du deface- 
ment angulaire des axes li£s a la courbe, on aura, en vertu 
des formules de Serret (p. 3^2), 

qds = — {a" da -+- b'ab -+- c'dc) = — ( a" - R - -+- b* ^ •+- c* ^ j ds = o, 
rds = (a'da — b'db — c' dc) = ( a! — -+- b' rr- 4- c f ^ jds = -+- -^- • 

Done le triedre consid£re subit d'abord un mouvement de 
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translation parall&le a ds y puis un mouveraent de rotation 

autour d'un axe situE dans le plan rectifiant; les cosinus des 

angles que cette droite fait avec la tangente et avec la binor- 

male sont 

R T 

t/R 2 ■+- T* ' /Ri^T*' 
Tangle de rotation est 

Si 1'on se reporte au § XVI, on voit que Taxe instantan£ de 
rotation n'est autre chose que la droite rectifiante : de la 
vient l'expression de droite rectifiante. 

Supposons que Ton brise une courbe a 1'extrEmitE de 
chaque element ds dans laquelle on peut la decomposer; si 
1'on veut ramener tous ces elements en ligne droite, il faudra 
les faire tourner autour de l'axe instantanE qui est la droite 

rectifiante de Tangle ^7^ ^R a •+- T 2 , ou successivement autour 

ds 
de la binormale d'un angle £gal a -~- et autour de la tangente 

d'un angle Egal a ^ • Cette derni&re mani&re de procEder est 

Evidente. Ce qui Etait moins Evident, c'est que ces deux 
mouvements successifs Etaient Equivalents a un mouvement 
de rotation unique effectuE autour de la droite rectifiante. 

XX. - De l'helice. 

On appelle hilice une courbe tracEe sur un cylindre et dans 
laquelle la distance d'un point a la section droite du cylindre 
est proportionnelle a Tare de cette section droite. 

Nous Etudierons specialement l'hdlice ordinaire qui est 
tracEe sur un cylindre droit a base circulaire. Cette courbe 
a pour Equations 

/ \ . h 

(1) a?=rcos<p, v = rsin<p, z = — o. 
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<p est l'angle au centre qui mesure l'arc de section droite 
auquel la distance z du point {x^y^ z) de l'h^lice est propor- 
tionnel. Alors l'axe du cylindre est l'axe des z el les Equations 
x = r coscp,^ = r sincp sont les Equations du cercle de base 
du cylindre sur lequel est trac£e l'helice; h est le pas de 
Thelice. 

Tangenle. — Les Equations de la tangente sont 

X — X Y-jr Z—z 

dx ~~ dy ~~ dz 



ou 



X — x 



X-y Z-z 



— rsin<p rcos© 



2TT. 



L'angle i que fait la tangente avec la geniratrice du 
cylindre est constant. 
En effet, on a 



cost = 



(a) 



tang i = 



h: 


21C 


\f+ 




iTzr 

. 9 


cot I 



h 



sini = 

h 
airr 






V 4* 1 



Plan osculateur. — II a pour Equation 



X — r cos <p Y — r sin tp Z — 



— rsincp 

— r cos<p 



rcoscp 
— r sin cp 



27t 

A 

2 71 
O 



c'est-a-dire 



- - rX sin © rY coscp -f-(Z o Ir 1 = 

27T * 27T T \ 2TC T / 



o 



ou encore 



A \ 2irr 



X sin cp — Y cos <p h- ( Z <p J 



= o. 
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Si l'on fait Z = o, on voit que la trace de ce plan a pour 

Equation 

X sin<p — Y cos<p — r<p = o. 

Son enveloppe sera donn£e en combinant cette Equation 

avec 

X coscp -4- Y sincp — r — o, 

ce qui donne 

X*-4-Y*=r*(i-h<p*) 



ou 



<p = 2yX« -+- Y« — r*. 



Done l'enveloppe a pour Equation 



t/X*-hY*— r* v . v^X*-^Y« — r« 
X cos I Y sin = r. 



U angle que leplan osculateur fait avec le plan de base 
du cylindre est constant; car cet angle a pour cosinus 






\/' 






ou sini ; il fait done Tangle i avec la g^neratrice du cylindre ; 
il rencontre Vaxe du cylindre & la hauteur du point ou il 
est osculateur. 

Car pour X-o, Y = o, on a Z = — ^p. 

Rayon de courbure, arc, rayon de torsion, etc. — On a 



dx = 


— r sin <p df, 


dy = 


rcos«p dy, 


dz = — </©, 

arc T 


d*x = 


— rcoscp dy*, 


d*y = 


— r sin <p cfcp 1 , 


d*x = 0, 


d*x = 


r sin ep dy z , 


d*y = 


— r cos<p<tf<p*, 


d*z = 0; 



done 



C3j 



\ 4^ / sin 1 * 
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II vient ensuite 



3 99 



ou 



ou enfin 



Si Ton pose 



A = 



OU 



R - i ='• ,: (£- 4 - ^, )* 

r\^Tz % j sin 1 1 



— rein© rcos© — 

4 T air 

— rcosep — rsincp o 
r sino — r coso o 



A = — r* d®*, 

1TZ * 



<rtp«, 



on a 



T = 



r 1 air 



ds* 



H 1 A sin* i h sin i cost 



Le rayon p de la sphere osculatrice est 6gal a R, car 



Nor male principale. — Ses coefficients sont 

d*x ds — d x sdx 1 ..., 

ou simplement, puisque rf 2 s = o, d 2 x y d 2 y, d 2 z; ses Equa- 
tions sont 



x — rcoscp _ y — rsino __ 
rcos^p rsin© 



h 

z o 

air ' 



OU 



X 



cos© sin 



¥ 



y -- h « 

j 5 = — ©, 



2i: 



La normale principale est done perpendiculaire d Vaxe 
du cylindre* 
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XXI. — Helicoide developpable. 

L'helicoide developpable est le lieu des tangentes a 1'helice ; 
nous allons trouver ses Equations. La tan gen te a 1'helice a 
pour Equations 

Z- — 

X — rcoscp Y — rsincp _ air ' 

— rsincp rcoscp ~~ h 



ou bien 



(i) 



On en tire 



\ a* 7 h 



X = r cos 

Y — r sin © -+- ( Z — © \^r- rcoscp. 



r* 



h* \ arc T / 
(a) / Xcoscp ■+- Y sincp = r, 

Xsin ? -Ycoscp = (z- — ?j^« 

La /race rfe VhHicoide sur le plan des xy est une deve- 
loppante de cercle; on l'obtient en effet en posant s = o 
dans (l), ce qui donne 

( X = rcoscp -*- rep sin cp, 
(3) . 

( Y = r sin cp — r cp cosep. 

Ge sont les Equations de la developpante de cercle. II va sans 
dire que toutes les sections horizontales de rh^lico'ide seront 
egalement des d^veloppantes de cercle. 

Les generatrices de I' helicoide developpable rencontrent 
la developpante, trace de V helicoide sur le plan des xy a 
angle droit. 

En effet, les coefficients directeurs de la tangente a la 
courbe (3) sont 

— r sincp -t- rep cos cp -+- rsincp, r cos cp -h r cp sin cp — rcoscp, o, 
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OU 

r<pcos<p, -+-rcpsin<p, o; 

ceux de la g£n6ra trice de l'h^licoi'de 

— rsin<p, rcoscp, o. 

Ces deux directions satisfont bien a la condition d'orthogo- 
nalite\ 

Les sections de l'helicoide par des plans perpendiculaires 
a l'axe sont les d£veloppantes de 1'arSte de rebroussement. 
Done : 

Les diveloppantes de Vhilice sont des diveloppantes 
de cercle. 

Cherchons maintenant la surface polaire de I'helice 

h 
a: = rcos<p, ^ = rsinep, z = — cp. 

Le plan normal a pour Equation 

a\ I h \ h 

(4) *sin ? -jcos?-+-^- — ?j— =o; 

la droite polaire a pour Equation (4) et sa d6riv6e 

(5) arcos<p -t-^siiKp — — - = o. 

Si nous comparons les formules (4) et (5) avec (2), nous 
voyons que ces Equations (4), (5) repr£sentent un h£lico'ide 
dont l'arlte de rebroussement serait trade sur un cyhndre 

de rayon — — et dont le pas serait A. Done : 

La surface polaire d'une hilice est un hilicoide dive- 
loppable. 

XXII. — DeveloppSes do l'helice. 

Les Equations d'une developp£e sont 

IX — x = R(a'— a' tang 0, 
Y-/ = R(&'-6'tangi), 
Z — z = R(c' — c" tang 0t 
L. — Traite d' Analyse, II 26 
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ou -J- = rp - Comme T est constant, tang/ est une constante 
arbitraire que nous appellerons k; d'ailleurs 

D da da dy _ dy 

as ay as ' a$ 

b' = — Rr sincp -^-j 

c' = o, 

a' = be'— cb' = R ^ ( b dc — c db ), 



En substituant ces valeurs dans (i) et en remplagant a, 
6, c par leurs valeurs, on obtient des Equations compliqu£es 
et transcendantes que nous n'ecrirons pas. 

XXIII. — Projections de l'helice. 

Lorsque Von projette obliquement une h&lice sur un 
plan, on obtient une cycloide allongie, raccourcie ou 
proprement dite. 

En effet, les Equations de l'h£lice 6tant 

(i) x = rcos9, y = rsino, s= — cp, 

une droite parall&le au plan des zx a pour equations 

(a) y = a, z = mx -h n; 

la condition pour qu'elle rencontre rhdice est 

(3) rsincp = a, — cp = mr cos cp -+- n. 

Supposons que Ton ait £limin6 cp, on aura une relation 

xsy(a, n) = o; 

en ^liminant a et n entre cette Equation et (2), on aura 
liquation du cylindre parall&le a la droite (2) passant par 

l'h&ice, ou 

rn(y, z — mx) = o. 
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Ainsi ce cylindre s'obtient en lliminant a, n } cp entre (2) 
et (3). 

£liminons d'abord a et n, nous aurons 

y = rs\ny, z cp = m(x — r coscp). 

Si main tenant on veut avoir la trace du cylindre sur le plan 
des xy, il faudra faire z = o, ce qui donnera les Equations 



y=a rsin©, a? =r coscp cp. 

Je dis que ces Equations sont celles d'une cycloide allong£e 
ou raccourcie : en effet, transportons Torigine au point dont 

les coordonn£es sont o et > nous aurons 

mm 



y = \- r sin 9 

h 

x = 9 + r coscp ; 

ait/n T T 

change on s a: en — x, y en — ^, il viendra finalement 



x = cp — r coscp, 

h 
' ait/n 

Ce sont bien les Equations d'une cycloide allongle ou rac- 
courcie. 

Si Ton prend 

h h 

= r ou m = 



air/Ti airr 



on aura une cycloide propreinent dite. Or liquation de la 
projection de l'helice sur le plan des zx est 



h x 

z= — arc cos - • 

air r 



h 


I 




27T 


y/r*- 


-x* 


h 




m. 
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On en d£duit 

dz_ 

dx 
et, pour x = o, 

L'inclinaison qui donne la cycloid e est done facile a con- 
struire. Elle est, comme Ton voit, parallele a la tangente a 
l'h^lice (il ne faut pas oublier, en effet, que Ton a change x 
en — x). 

XXIV. — Theoremes do Puisenx et de M. Bertrand. 

Theoreme de Puiseux. — Toute courbe dont les deux 
courbures sont constantes est une helice ordinaire. 

On a, en effet, en nous servant des notations employees 

plus haut, 

_ ( a a \ 



da' 



ds 



e'est une des formules de Serret. Or, si R et T sont con- 
stants, la differentiation donne 

d*a' __d_ __ d_ 
ds* ~ U* T»' 



et, en posant gi + ji = jr 



d'ou 





d*a' 
ds* 




d 
k*> 




da' 
ds 


d*d 
ds* 


. 


a! 


da 
ds 



et 



(da'\* a'* . 
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h d£signant une cons tan te. On en d£duit 





i da' ds 




ksfh / a'* k 
V 1 hk* 


et, par suite, 






a' s 
arc sin — — = T -+-/>, 

ksfh k 


p designant une constante 


On en tire 





a' = k Jh I cosp sin j -+- sin/? cost ) ; 

on aurait deux form ales analogues pour calculer b' et c', a 
savoir 

b' = k /if cos q sin -r -+- sin q cos t ) » 

c' = k ^jl cos r sin t •+■ sin r cos t ) • 

On doit conclure de la a! 2 -f- b' 2 -+- c' 2 = i , quel que soit $; 
done 

i = y t (k y/A cosp) 1 sin 1 T -+- a^(A: y/Aj^sin-rCOST sin/? cos/> 
(«) { 

7X^ y/Asin/?)'cos* 7 : ; 

en particulier, pour s = o, on a 

k* A 2* sin*/? = 1 , 

ce qui suppose que kyjhsmp, k\fhsinq, k^hsinr sont les 
cosinus des trois angles que fait une mime droite avec des 

axes rectangulaires. On en dirait autant de ksfhcosp, etc.; la 
formule (a) donne alors 

o = £\k /A) 1 sin/? cosp. 

Done les deux droites en question sont rectangulaires, et Ton 



\ 
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peut poser, en donnant une nouvelle signification.^/?, 7, r, 
et en appelant/?', q\ r* de nouvelles constantes, 

s s 

a' = cosp cos-r -4- cos/?' sin t > 

b' = cosq cos-r -t- cosy'sinT* 

, s , . s 

c =cosrcos T -+-cosrsin T - 
k k 

Si I'on observe alors que a r = R -t-j-> • • •> on aura 

cfox s s 

R -ry = cosp cos-r -+- cos/?' sin -r> 

R -T- = -+• Xrcos/?sin-r — A: cos/?' cos -r -4- A, 

A d£signant une constante; mais( -j-) -\-\-r-) "+■(3") ^°** 
faire l'unit£; done, en raisonnant com me tout a l'heure, on 

voit que A est le produit par y/R 2 — k' 2 d'un cosinus cosp 9 
relatif a une droite perpendiculaire aux deux droites d£ja 
considlrles. On en conclut de nouveau 

S S 1 

Ra? = — k 1 cosp cos-r — k* cosp' sin t -+- k l cosp's / R* — k* 9 

Si nous prenons pour axes de coordonn£es les trois droites 
rectangulaires denies par les angles^?, /?', /?", y, y 7 , gr", r, r* f 
r", nous aurons, en appelant X, Y, Z les nouvelles coordon- 

n£es, 

RX s n Y . s RZ 

- Tr =cos 7 > R Ti =sin 7 > _ = *; 

X:* A: A* A: ^rjT>i 

ce sont bien les Equations d'une helice. 

Theoreme de M. Bert rand. — Quand le rapport des 
deux courbures d'une courbe est constant, cette courbe 
est une hilice tracte sur un cylindre a base quelconque. 
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Comme on a 

da a! da' a' 

on en d£duit 



ds ~ R ' ds ~ T ' 



<f a <£& dc 






da' db' dc' k 

k design ant le rapport constant des courbures, ou 

da' — k da = o, . . . ; 
d'ou Ton tire 

a' — ak = const. , 

Si Ton ajoute les Equations analogues a celle-ci apr&s les 
avoir £lev£es au carr6, on voit que la somme des carr£s des 
seconds membres doit faire i -+- A* 2 . On posera done 

a*— ak = py/i-^r k l , b' — bk = q ^i-h k* y c'—ck = r/i-t-A:*, 

p, q y r design ant les trois cosinus directeurs d'une droite 
arbitraire. Prenons cette droite pour axe des z, nous aurons 

a' = ak, b' = bk y c*= ck -+- /i-f- A*. 
En elevant ces equations au carr6 et en les ajoutant, on trouve 



i = A*-t-acA:/i-t- ^*-t-n-^ s 
ou 

c= > c= -t-yi + K 

yn-A* /i-t-A:* 

Ainsi c et c" sont constants et, par suite, la tangente et la 
binormale font des angles constants avec une m£me droite. 
De c r= const, on d£duit 

dz , 
di= h > 

h d6signant une constante. Cette formule peut s'£crire 

dz 1 
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ou bien 

dz* A* 



ds* — dz* h> — i 
Si Ton prend alors pour variable Tare 

da = ^ds* — dz % = \J dx* -*- dy 1 

de la base du cylindre projetant la courbe sur le plan des xy^ 

on a 

dz* __ A» 
dv* "~ A* — i 

ou 

dz = m ds; 



• • 



ainsi 

h 



/A* — 



(t -+- const. 



L'ordonn6e varie done proportionnellement k l'abscisse cur- 
viligne, et, par suite, la courbe est une h£lice tracee sur un 
cylindre quelconque. 

XXV. — Sur les conrbes spheriques. 

Lorsqu'une courbe est tracee sur une sphere, cette sphere 
est sa sphere osculatrice et, en appelant p son rayon, on a 



,-». + T.(S)'. 



—J =r o et p = R. Mais 

on peut avoir aussi T = oo , et alors la courbe est plane. 

Si R = p, il y a doute; mais il est facile de prouver que sur 
la sphere toutes les courbes de courbure constante sont des 
cercles, comme il suit. 
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Les Equations qui d£terminent le centre de la sphere oscu- 
latrice sonl celles de trois plans normaux voisins, ou 

a (X — x) -+- b ( Y— y) ■+. c (Z — z) = o, 
a(X — x)+-b'(Y-y) + c(Z-z)^R, 

a'(X--x)+b'(Y--y) + c'(Z--z) = T^. 



Faisons X = o, Y = o, Z = o; en plagant l'origine au centre 

dK 
ds 



de la sphere osculatrice, supposons —r- = o, R = p; nous 



aurons 








x = — pa\ 


?=-?*>', 


* = — 


-po' 


ou 








d*x 


d*y 


£ = 





et, en lliminant p, 

yd*x — x d*y — o, ..., 

ce qui revient a 

5 dy — y dz — A rfs, 

y dx — xdy — Cds. 

De ces Equations on tire, en multi pliant la premiere par x, 
les autres par^ et 3, et en ajourant, 

Kx ■+- B^ -+- Cz = o, 

ce qui prouve bien que la courbe est plane. 

XXVI. — Formulas de M. Hesse poor le plan osculatenr. 

M . Otto Hesse a fait connaitre une forme assez condens£e 
de liquation du plan osculateur d'une courbe ou de son 
rayon de courbure ; quand cette courbe est donn£e par Inter- 
section de deux surfaces rapport£es a des coordonn£es t£tra£- 
driques ou homogines 

(l) y(X u X tl X Zi X k ) = O, ty(X U X ti X z , X k ) = O, 
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on a entre les coordonnles la relation 

(a) 2^ar/=V, 

ou a«, a 2 , a 8 , a 4 d£signent les faces du t£tra£dre de reference 
et V le triple de son volume. Soient 

Si = f" w, = +<• 

liquation d'un plan passant par la tangente a la courbe est 
de la forme 

(3) — = — 

c'est liquation d'un plan passant par le point x<, . . . , x K et 
par le point x { -+- rfj?i , # 2 -f- rf# 2 , .... Si 1'on exprime qu'il 
passe par le point x s -\- dx K -\-^d 1 x u #*-+-•••» ou que la 
distance du point x t -+- A<r<, # 2 -h Aj? 2 , • • • est du troisi&me 
ordre, on a, pour determiner \ \ [x, liquation 

x" - = £ ; 

^ et [x ou plutdt leur rapport est determine. Nous pouvons 
prendre 

(4) X = 2*' rfta7 » P- = 2+' rf,a?/; 

mais nous allons nous d^barrasser des differentielles et nous 
observerons que Ton a 

(5) 2?'^'= °» 2jttd*i= <>» 

(6) yNp/d 1 *?/ + ^Wijdxidxj = o, Vtyrf 1 *?,- -t-zjtyijdxjdxj = o. 
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Enfin la formule (2) donne 



(7) 



^ j a/ dxj ==■ o. 



A l'aide des formules (6), les formules (4) peuvent s'£crire, 
en n£gligeant le signe, ce qui finalement n'a pas d'influence, 



(8) 



= j£ VJ ^i d*), (x = j£ tyj dxidxj. 



Des formules (5) et (7), il s'agit maintenant de tirer dx 2) dx%, 
dx A pour les porter dans (8), en n£gligeant dans X et jjl un 
facleur qui leur sera commun. On aura 



X = 



©11 


©11 


©13 


©14 


?i 


1. 


«1 


©*1 


©11 


©13 


©14 


?« 


h 


<*I 


©31 


©31 


©33 


©34 


©3 


h 


a» 


©41 


©41 


©43 


©44 


?* 


*4 


a* 


?1 


?« 


?3 


¥* 


O 


O 





+1 


** 


+3 


<h 


O 








«1 


«1 


«3 


«* 





O 






Avant d'6crire la valeur de [x, simplifions celle de \. Pour cela, 
multiplions la premiere colonne par x i9 la seconde par # 2 , la 
troisi&me par x 8 , la quatri&me par # 4 , la cinqui&me par 
— (m — 1) (m designant le degr£ de la fonction homog&ne ^p); 
ajoutons ces colonnes pour en faire la cinqui&me ; proc^dons 
de mdme sur les lignes; ay ant ensuite £gard au theor&me des 
fonctions homog&nes, nous ramenons notre determinant k la 
forme 



X = 



©11 ©II ©13 ©14 +1 

©11 ©11 ©13 ©14 tyl 

©31 ©31 ©33 ©3* 4*3 

©41 ©41 ©43 ©44 <K 

<W +1 +3 +4 O 



«i a?j -+■ otj a?i ■+- aj a?j ■+- «4 x^ 
m — 1 



Si nous design ons ce determinant par le signe H(<p, ty) (c'est 
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le hessien de la fonction <p, bord£ avec les coefficients du plan 

X^i -h X 2 ^ a + Xs^8-{- X4A4 = o), nous aurons 



2 X '? 1 ' 2 X/ *' 



H(<?,<|0 H(^, <p) 

pour liquation cherch£e du plan osculateur. Nous supposons 
la fonction ty de degr£ /i. 



EXERCICES ET NOTES. 



1. Le cercle osculateur d'une courbe sphdrique est sur la sphere 
qui co mien t cette courbe. (Demontrer directement sans faire usage 
de la consideration de la sphere osculatrice.) 

2. Si une courbe A a son rayon de courbure constant, le lieu de 
ses centres de courbure B aura aussi son rayon de courbure con- 
slant ; le lieu des centres de courbure de la courbe B sera la courbe A. 

3. Soient 

* = ¥(*), 7-7.(0), * = +(«) 

les equations d'une courbe gauche A; soient X, Y, Z les coordonnees 
d'une autre courbe B, telle que 

dX d\ d7. 

= N. 



d*ydz — d*zdy d t zdx — d i xdz d 1 xdy — d t y dx 

Le plan osculateur et le plan normal de la courbe A seront respecti- 
vement le plan normal et le plan osculateur de la courbe B. Soient 
r et t les rayons de courbure et de torsion de la courbe A ; R et T 
ceux de la courbe B; on aura 

_ __ dx*-hdy*-hdz* t 

R = N sp — y 

_, M rfx« + dy* ■+■ dz* 
T = N Mi 

(Composition donnle par M. Hermite aux 61eves de l'£cole Poly- 
technique, 1873.) 



QUESTIONS DEPENDANT D'lNFINIMENT PETITS. 4'3 

4. D6montrer : 

i° Que toute courbe plane S tracee sur un plan horizontal peut 
6tre consid6ree comme Fombre d'une certaine surface de revolution R 
dont l'axe est vertical, edairee par des rayons que Ton supposera 
paralleles. 

2° La developp£e de la courbe S est alors l'ombre du conofde ayant 
pour axe l'axe de la surface de revolution R, pour plan directeur le 
plan horizontal et pour directrice la courbe d'ombre propre de la 
surface de revolution. (Dunesme.) 

3. Si les generatrices d'une surface developpable tournent d'un 
mgme angle autour d'une trajectoire orthogonale T ( l ) de ces gene- 
ratrices, le lieu de leurs nouvelles positions est une autre develop- 
pable dont l'argle de rebroussement est sur la surface polaire de la 
trajectoire T. 

6. Les tangentes a deux developp£es d'une courbe C, qui abou- 
tissent en un m&me point de cette courbe, se coupent sous un angle 
constant. 

7. On sait que, pour qu'une courbe soit plane, il faut et il suffit 
que son determinant soit nul; trouver un criterium analogue pour 
reconnaitre si une courbe est spherique. 

8. Trouver un criterium qui permette de reconnaitre si une courbe 
peut etre placee sur un c6ne de revolution. 

Examen du cas ou le c6ne est une sphere de rayon nul. 

9. Si par les divers points d'une courbe gauche on mene les tan- 
gentes, on formera une developpable; coupons cette developpable 
par le plan osculateur en M a la courbe, l'intersection se composera 
d'abord de la gene>atrice de la developpable passant en M,f>uis d'une 
certaine courbe tangente a l'ar£te de rebroussement. Si Ton appelle 
R t le rayon de courbure de cette courbe en M et R le rayon de l'arele 
de rebroussement au m£me point, on aura 

R, = j R. 

10. Soientar,/, * les coordonnees d'un point d'une courbe gauche. 
Si Ton designe par des accents les derivees prises par rapport a l'arc, 



(») On appelle trajectoire* orthogonale* d'une famille de courbes une 
autre famille de courbes coupant toutes celles-ci a angle droit. 
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on a, en appelant R le rayon de courbure, T \e rayon de torsion, 

aft +y i + j'i - , f 

i i -+- R' J 

^J ^ RtT 1 R* 






11. En appelant, comme dans le texte, a, b, c les cosinus directeurs 
de la tangente a une courbe, a, 6', c' les cosinus directeurs de la 
normale principale, a", &*, c' les cosinus directeurs de la binormale, 
on trouve 



da 9 — y «'; 



da= — a', da'= —ds(^-h^j, 

ce sont les formules de Serret. 
On a en outre 

rf»o = g- a -+- tfsd R * ~~ RT ' 

c? 1 a' = — dsd- a — d * % (jfr "+" ft) *'"""*** 5 a '> 



Les diflerentielles d'un ordre plus eleve ont £te calcul6es par 
M. Brisse (Annales de l'6cole Normale, 1874); ellessont calculees 
jusqu'au sixieme ordre. 

12. La difference entre un arc et sa corde est donnee par la for- 
mule suivante, ou R et T designent la courbure et la torsion : 

, ds* ds 3 

ds — c 



24 R* 



ds 1 , 1 ds* / 1 1 \ 

4R R" 240R* \SK* "*" 3TV 



(Gavabni.) 
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13. Soient h la plus courte distance de deux tangentes infiniment 
voisines d'une courbe gauche, R, T les rayons de courbure et de tor- 
sion de cette courbe, ds Te'llment d'arc ; on a 

, ds* 

A= 7JRT' 

aux termes du quatridme ordre pr&s. 

14. Soient a\ Tangle sous lequel se coupent deux spheres oscula- 
trices infiniment voisines d'une courbe gauche, ds, R, T son arc 616- 

mentaire, ses rayons de courbure et de torsion, —- sera en quelque 

sorte une troisieme courbure <je la courbe. Nous la d6signerons par y 
et nous aurons, en appelant p le rayon de la sphere osculatrice, 

X ~ Tp dR' 
(Magnus de Sparre, Bull, de la Soc. Statist, de VIskre y 1875.) 

15. En conservant les notations des exercices presidents, Tangle (3 
qu'une tangente fait avec le plan osculateur voisin sera donne par la 

formule 

_ ds* 
P ~ IRT' 



done 



ft 6A 

P= zn 



ds * 
aux termes du troisilme ordre pres. (Id.) 

16. En faisant toujours usage des notations des numlros prece- 
dents, la distance 8 d'un point de la courbe a la sphere osculatrice 
au point infiniment voisin est donnee par la formule 

17. Soit y Tangle que la plus courte distance de deux tangentes 
infiniment voisines fait avec la binormale, on a (toujours avec les 
notations des exercices presidents) 

1 ds 
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18. L'angle g de deux normales principales infiniment voisines est 
(en employant les m£mes notations que dans les exercices prece- 
dents) donn£ par la formule 



s = d *\/ W* + T* 



19. La plus courte distance H de deux normales principales infi- 
niment voisines d'une courbe est (en se servant des notations des 
exercices precedents) representee par la formule 

XI = 



20. Si, par la tangente a une courbe gauche, on fait passer un 
plan et que Ton projette la courbe sur ce plan, le rayon de courbure 
de la courbe projette sera la projection du rayon de courbure de la 
courbe proposed. 

21. Les normales principales d'une courbe gauche ne peuvent 
jamais se trouver sur une surface du second degre. (Bertrand, Jour- 
nal de Liouville, i85o.) 

22. On appelle helice cylindro-conique la courbe qui coupe sous 
un angle constant toutes les generatrices d'un c6ne de revolution : 
c'est une helice traced sur un cylindre dont la base est une spirale 
logarithmique. On propose d'etudier cette courbe com me on a etudie 
l'helice ordinaire dans le texte. ( Voir Paul Serret, Theorie geome- 
tnque et mecanique des courbes a double courbure.) 
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CHAPITRE VI. 

DES QUESTIONS QUI DEPENDENT DINFINLMENT PETITS D'ORDRE 
SUPfiRIEUR AU PREMIER DANS LES SURFACES. 



I. — Des contacts des differents ordres. 

On dit que deux surfaces sont tangentes en un point M, 
lorsqu'en ce point elles ont le m&me plan tangent. Alors il 
est facile de constater qu'une corde NN', non parall&le au 
plan tangent et ne faisant pas avec lui un angle infiniment 
petit, est du second ordre par rapport aux lignes MN et MN ; , 
qui sont d'ailleurs de m&me ordre. comme c6t6s d'un triangle 
opposes a des angles finis. En effet, la ligne NN' est 6gale a 
la somme des perpendiculaires abaiss^es de N et N' sur le 
plan tangent respectivement multiplies par certains sinus 
d'angles finis; ces perpendiculaires etant du second ordre, il 
en sera de m&me de NN'. 

Ainsi, en general, quand deux surfaces se touchent, leurs 
cordes communes sont du second ordre ; mais on congoit que 
l'ordre de ces cordes puisse 6tre plus £lev£. Nous regarderons 
alors le contact comme plus intime, et nous dirons que : 

Deux surfaces ont un contact d } ordre n au point M, 
quand, menant une corde commune NN', non parallele au 
plan tangent, cette corde sera d'ordre n -;- i par rapport a 
MN et MN' (qui sont evidemment de m£me ordre comme 
c6t6s d'un triangle MNN' opposes a des angles finis), quelle 
que soit cette corde. 

Cherchons la condition pour que deux surfaces aient entre 
elles un contact d'ordre n. A cet effet, observons que Ton 
peut supposer a la corde NN' une direction fixe; en effet, si 

L. — Traite d* Analyse, If. 27 
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NN' a une direction variable, par le point N menons une 
corde NP commune ay ant une direction fixe, NP sera de 
l'ordre de NN' ; car les cdt£s NN' et NP du triangle NPN' sont 
opposes a des angles NPN' et NN'P finis, puisque, par hypo- 
these, ni NN' ni NP ne sont paralleles au plan tangent, c'est- 
a-dire a aucune ligne telle que N'P faisant un angle infiniment 
petit avec ce plan. 

On pourra alors prendre pour la corde NP la difference 
des z des deu\ surfaces, pourvu qu'en M le plan tangent ne 
soit pas parallele a l'axe des z (s'il l'£tait, c'est sur les x ou 
les^ des deux surfaces que l'on raisonnerait). 

Pour que les deux surfaces aicnt un contact d'ordre n, il 
faudra done, et il suffira que la difference de leurs z dans le 
voisinage du point de contact soit de Tordre « + i. Or ces z 
que nous appellerons z et z f au point M se d^veloppent ainsi 

z -+- dz - — d*z -+-... d a z -+-..., 

2 \ .1. . . n 

z'-+- dz'-i- - d^z 1 'h- . . .-! d n z'-+- 

i i .2. . . n 

Pour que la difference de ces quantit£s soit toujours d'or- 
dre n -f- i autour du point M, il faut que 

z = s', dz — dz\ d*z — d*-z\ . . ., d n z = d n z\ 

Ainsi les differ entielles des ordonnees z doivent etre les 
memes jusqu'a l'ordre n inclusivement. 

Les conditions pr£c£dentes entrainent les suivantes : 

_ t dz _ dz' dz _ dz' 

" ~ ' dx ~~ dx' dy ~~~ dy 



••••■, 



En d'autres termes, les de'rivees partielles des zjusqu'd 
Vordre n inclusivement doivent e*tre egales. 

Lorsque les surfaces sont donn£es par des Equations telles 
que 
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on trouvera corame il suit les conditions du contact d'ordre n. 
Differentiant une premiere fois ces formules, on aura 

■/■ dx -+- ~- dy -+- -/- dz—Oy 
dx dy J dz 

-\- d x -+- -f- dy -+- -4- dz = o ; 
dx dy J Oz 

on 6liminera dz et Ton 6galera & z6ro les coefficients de dx, 
dy. Differentiant encore, on proc£dera ainsi toujours de la 
m«me fagon. 

Quand on veut exprimer que/=o,/'=o ont un contact 
d'ordre n, on se borne gen6ralement a differentier J 'une d'elles 
et Ton suppose que dz, d 2 z, d z z, . . . y soient remplacees 
par leurs valeurs deduites de l'autre equation. 

Theoreme. — Deux surfaces qui ont un contact d'ordre n 
se coupent suwant une courbe presentant n -h i branches 
reelles ou imaginaires. 

En effet, supposons les surfaces z = y, z = if rapportees a 
leur plan tangent commun pris pour plan des xy et k leur 
normale commune prise pour axe des z, leurs z se develop - 
peront ainsi 

, = ,<o,o)+.,(j£)+ r (g)+..., 
•■-t(-)-"(S).^(?).-- 

l'indice o indiquant que Ton doit supposer x = o, y = o. La 
difference entre z et zf £tant d'ordre n, on aura 



z — z — 



1.2.3. . .(/l-r-l) ( 



|-[(£Si).-(^)j-.| 



Or, pour avoir l'intersection des deux surfaces projetee sur 
le plan des xy, il faut faire z =. z'; on trouve alors 



x n*-l 






4^0 GHAP1TRB TI. 

ce qui est manifestement liquation d'une courbe poss<Sdant 
a Torigine un noeud an-f-i branches. 

La r£ciproque est vraie, car la difference z — z' 6gaiee a 
z£ro ne peut representor un nocud k n -+- i branches que si 
les termes du degr£ le moins £lev£ dans cette difference sont 
d'ordre n + i, c'est-i-dire que si z — J est d'ordre n-\~\. 
Alors les surfaces ont £videmmcnt un contact d'ordre n. 

II. — Plan osculateur. 

Deux, surfaces sont osculatrices quand, eu egard au nombre 
de parametres qu'elles renferment, leur contact est deTordre 
le plus £lev£. 

Cherchons le plan osculateur d'une surface 

liquation d'un plan est ' 

(i) Ax + By+Cz + D =o; 

elle renferme trois parametres. On pourra Passujettir a trois 
conditions, differentions-la, nous aurons 

(a) A-+-C? — o, 

(3) B-hCp=-o; 

dans les formules (i), (a), (3), nous supposerons qu'a la place 
de z, p, q on ait pris leurs valeurs deduites de/(x,^, z) = o ; 
ces formules (1), (2), (3) feront alors connaitre les rapports 
A : B : C : D et, en les portant dans 

AX-+-BY-i-CZ-f-D=o, 

on aura Tequation du plan osculateur, lequel a avec la sur- 
face un contact de premier ordre. On trouve 

Z-z=p(X-x) + q(Y-y)- 

c'est liquation du plan tangent, on devait sy attendre. 
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Soient r, s, t les d6riv£es secondes de z ; en differential! t en- 
core (2)et(3)eten remplagant to uj ours les d6riv6es de z par 
celles d£duites de liquation de la surface, on a 

Cr=o, .Cs=o, C*=o, 
ou 

r = o, s =o, t =o. 

Quand ces conditions se trouveront satisfaites d'elles- 
m&nies, ce qui aura lieu en certains points particuliers ana- 
logues aux points d'inflexion des courbes, le plan tangent 
aura un contact d'ordre plus 61eve, il sera surosculateur et 
coupera la surface suivant une courbe a trois branches. 

III. — Sphere osculatrice. — Ombilics. 

Cherchons s'il est possible d'£tablir un contact du second 
ordre entre une surface donn^e et une sphere. Liquation de 
la sphere est 

d) ( x-a)»-KY-?)*H-(Z- T )*=R*, 

exprimant que le point (x,y, z) de la surface appartient a la 
sphere ; on a 

(a) ( a ,- a )j^( 7 _3)i_ i -(^_ T )i = R«. 

Diflerentions cette formule par rapport a x ety, nous aurons, 
en supposant lep et le q remplaces par ceux de la surface, 

(3) x — a -4-/>(* — 7) =o, 

(4) y — P -*-«(* — Y)=°J 

les formules (2), (3), (4), au nombre de trois, ne deter- 
mined pas tous les parametres a, (3, y, R> et l'on peut e'crire 
entre eux encore une relation ; mais, pour e'tablir un contact 
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du second ordre, il faudrait encore trois relations obtenues 
en difierentiant (3)ct(4), a savoir 

s(z — y)-+-pq=o, 
»+ *(* — Y)+- 9*=o, 

en sorte qu'il n'existera pas en general de sphere ayant un 
contact d'ordre sup^rieur au premier. 

Cependant en certains points, que Ton a appel£s ombilics, 
les formules (5) peuvent £tre accidentellement satisfaites, et 
servir concurremment avec (i), (2), (3), (4) a la de* termina- 
tion de a, (3, y, R; on a alors 

(6) _ ( ,_ y) = ££ = I±/J = 1±*I, 

— (j?— *) = />(* — y)« 

-Cr-P) = *(*-Y). 

R« = (*_- Y)*(n- />*-+-?')• 

La condition pour qu'il existe un ombilic en x, y, z est d'ail- 
leurs donne'e par les relations (6) entre />, q, /% s, f , a savoir 

/ ) pq ^ ijt^! = L±JZ!. 

Nous retrouverons ces equations plus loin, comme conse- 
quences d'une autre thdorie. 

Les equations (7) jointes acelles de la surface de'terminent 
les ombilics; on voit que toute surface possede en g£n6ral 
des ombilics r£els ou imaginaires. Quelques surfaces pos- 
sedent des lignes ombilicales, c'est-a-dire dont tous les 
points sont des ombilics. En fin la sphere est la seule surface 
r6elle dont tous les points soient des ombilics, comme nous 
le prouverons tout a l'heure. 

Pour qu'il existe une ligne ombilicale, il faut que les equa- 
tions ( 7 ) se rdduisent a une, et, pour que tous les points soient 
des ombilics, il faut que les formules (7) soient identiques. 
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IV. — Surfaces dont tons les points sont des ombilics. 

II est facile de prouver que la sphere est la seule surface 
r£elle dont tous les points sont des ombilics. En effet, si tous 
les points d'une surface sont des ombilics, les formules (7) 
du paragraphe pr^cddent, d'apr&s ce que nous venons de dire, 

sont idenliques, et, en observant que s = y- = -r > on peut 

les ^crire 

|: J P? = g: J P? = |:(-^ 1 )=|:(-<7 1 ) 

ou 

dp 

I -r-p* q ox 
dq 

(9) l^=l d P ; 

on en conclut, ce que l'on vlrifie en dififerentiant, 

{ logv/i-h/?* = logy-+-logv/?(7), 

(10) j 

( log^i ■+■ q* = log/? -4- logvty(*)> 

y et ^ designant des fonctions arbitraires. II faut faire atten- 
tion que ces fonctions jouent le r6le de constantes. En effet, 
dans liquation (8), j', ainsique ses fonctions, sontregard^es 
comme des constantes. 

Les formules (10) peuvent s^crire, en repassant des loga- 
rithmes aux nombres, 

do to) j 1 -*-/>» =*Mn 

( \->r-q*=p*ty(x), 

d'ou Ton tire 



(») ? = \/w^< ^s/W-r 
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Si l'on 6crit que Ton a -/- = t^, on trouve 

* oy ox 

/© ■+- 1 fy -+- 1 

ou, reductions faites, 

?' _ y 

(? -+- 0* (t + i) 1 
Pour qu'une fonction F(x) jouisse de la propri^te 

F(*)=F,O0f 

quels que soient x et y, il faut que F(.z) soit constant; par 
suite, en appelant ic une constante, on a 



y'(.r) _„- 

1 



4 = **; 



le premier membre de cette formule est la d£riv6e de • ; 

on a done, en observant que ic est la d6riv£e de 2c/ et en 
appelant id une nouveile constante, 

= 2C/ + 2C 



ou bien 



de m£me 



<?(<r) ~ (cj-f-c') 1 ,; 



♦W = (c g lo' "' 



c 7 d^signant une nouveile constante; si Ton porte ces valeurs 
dans les formules (i i), on trouve 



p ~~ ~ y i— {cx-t-c* )*— ( 



)* _ 

cy + c')*' q ~ •- 



et, par suite, 

— \/i — {cx -+■ c")* — icy-*- c' )* 
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ce qui peut s'^crire 

On a done, en appelant h une constante, 

OU 

( , + A)« + (* + £) \ (, + 0* = 1; 

e'est liquation d'une sphere. Mais on peut encore satisfaire 
aux formules (10 bis) en prenant <p(j-) = '|(j?)= — i; elles 
deviennent alors 

ce qui est liquation g£n6rale des d6veloppables isotropes 
(p. 3i6). 

II r£sulte de la que la sphere est la seule surface r^elle 
dont tous les points sont des ombilics, mais nous voyons 
qu'elle partage cette propri^te avec les spheres imaginaires 
et avec les developpables isotropes. 

V. — De la courbure des surfaces. 

La courbure d'une surface est une notion complexe, et elle 
ne peut pas se mesurer par un seul n ombre, comme on le fait 
pour les courbes. On donne une notion nette de la courbure 
d'une surface en d£finissant la loi suivant laquelle varient les 
courbures des sections normales a u tour d'un mime point. 
Cette loi est assez simple pour permettre, comme nous allons 
voir, de d£finir la courbure a l'aide de deux £l£ments settle- 
ment. 

Rapportons une surface a son plan tangent et a sa normale 
prise pour axe des z ; son Equation sera de la forme 

en effet, en d£veloppant z par la formule de Taylor, le terme 
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ind£pendant de x et y sera nul, puisque pour x = o, y = o, 
on doit avoir z = o ; les coefficients de x ety sont nuls, puis- 

qu'ils sont les coefficients directeurs -r- et -^ du plan tangent; 

r , So, t d£signent alors les valeurs de -7-5 > ^~i~ 9 x~i pour 

x = o, jK = o, 5 = 0. 

La courbure d'une courbe, rappelons-le, est Igale au double 
de la distance d'un point de la courbe a la tangente au point 
infiniment voisin, divis^e par le carre de Tare, ou, ce qui 
revient au m£me, de la distance du point a la norm ale. Si 
bien que la courbure d'une courbe tangente a l'axe des x a 

1'origine des coordonn£es est lim-^ (p. 369). 

Ceci pos£, liquation d'une section normale de la surface 

faite par le plan 

r = a?tanga 

s'obtiendra en observant que, dans liquation (1), il suffit de 
remplacer x par Xcosa et y par Xsina; X d£signera alors 
l'abscisse d'un point de la section dans son plan compt£e sur 
le plan des xy. Cette section a done pour Equation 

X s 

z = — (r cos'a-h 2$ sin a cosa-H t sin 1 a)-*-. . . ; 
•2 

la courbure de cette section, ou la limite de Yi' sera donn£e 
par la formule 

(a) — = r cos*a -t- 2*0 sinacosa-f- t sin 1 a. 

La courbure d'une section normale varie, comme l'on voit, 
de la m£me fa$on que Tin verse du carr6 du rayon vecteur de 
la conique representee par liquation 

r$x* -f- 2.s ary -4- t y* = 1. 

On a donne* a cette conique le nom d'indicatrice. On voit 
qu'elle a son centre a 1'origine. 
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Voici maintenant les consequences de cette the'orie : 

i ° On peut toujours diriger les axes de mani&re a f aire 
ivanouir le lerme enxy, c'est-a-dire le -r— -7- de la surface 

en mime temps que -^ et j- • 

II suffit pour cela de prendre, pour axes de coordonn£es, 
les axes de l'indicatrice et la normale a la surface. 

2 Les plans qui passent par la normale et les axes de l'in- 
dicatrice s 1 zjipellenl plans principaux, sections principales ; 
dans ces sections R est maximum ou minimum. 

3° La somme des courbures de deux sections rectangu- 
laires est constante. 

En effet, la somme des carr£s des inverses de deux diametres 
rectangulaires dans l'ellipse ou l'hyperbole est constante. 

Ces propositions, qui resultent des propri^tes de l'ellipse 
et de riiyperbole, pourraient se d^duire de la discussion de la 
formule (a) ou elles sont en Evidence. 

Les rayons de courbure des sections principales portent le 
nom de rayons de courbure principaux. Avant de montrer 
comment on peut les calculer directement et sans transfor- 
mation de coordonn^es, pour un point quelconque d'une 
surface, nous ^noncerons quelques propriety de l'indicatrice. 

L'indicatrice est la limiie d'une courbe semblable a la 
section faite dans la surface par unplan qui se rapproche 
indefiniment du plan tangent, en lui restant parallele. 

En effet, rapportons toujours la surface a son plan tangent 
et a sa normale, l'equation de la surface sera de la forme 

z =l(r x*->r2S a:y-*-tQy*)-±- -, 

2 ddsignant des termes du troisieme ordre en x, y. Coupons 
par le plan z = - > la section aura pour equation 

h = r x* -h is^xy -+- t Q y* -+- 2, 
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ou 



r {^y^7KA +i {%y^ 



On aura une courbe semblable a celle-ci en posant 

— — x ? — y 

et alors -r tend vers z£ro, si Ton suppose que X et Y conser- 

vent des valeurs finies; a la limite, cette courbe, semblable a 
la section en question, sera representee par liquation 

i= r X»-ha* XY-WoY*; 
c'est l'indica trice. 

Remarque. — II est bon d'observer, toutefois, que, si le 
plan tangent au point considere etait surosculateur, quoi- 
qu'il n'y eut point la a proprement parler de point singulier, 
nos conclusions tomberaient en defaut. La section par un 
plan infiniment voisin du plan tangent serait en general du 
troisieme degre* et pourrait eHre d'un dcgre superieur; car 
alors on auraitr = o, s = o, t = o, et il fa ud rait avoir 6gard 
aux termes du troisieme ou du quatrieme ordre. 

Nous avons dit qu'un plan tangent coupait la surface sui- 
vant une courbe a noeud; cette courbe a pour Equation 

o = \ ( roar 1 -+- 2S xy -+- t y*)-*- . . . ; 
l'ensemble des tangentes au noeud a pour equation 

r x* -h is^xy -+- Uy* = o ; 
ce sont les asymptotes de Tindicatrice, ainsi : 

Les tangentes au noeud de la courbe p rove nan t de ^in- 
tersection d'une surface par son plan tangent sont asym- 
ptotes de V indicatrice relative a ce point. 

Cette proposition est encore vraie quand le plan tangent 
est surosculateur, pourvu que Ton appelle alors indicatrice 
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la courbe semblable a la section de la surface par un plan 
infiniment voisin da plan tangent et parall&le a ce plan. 

Les d£riv£es secondes de z, en un point determine d'une 
surface, peuvent passer par toutes les valeurs possibles. II en 
r£sulte que l'indicatrice peut affecter toutes les formes des 
coniques a centre, depuis l'hyperbole la plus ouverte jusqu'a 
l'ellipse infiniment aplatie, ou syst£nie de deux droites paral- 
l&les. 

Quand l'indicatrice est elliptique, le paraboloide oscula- 
teur iz =r x 2 -\- is^xy -f- t y 2 est elliptique, le plan tangent 
ne coupe pas la surface, le nceud £tant ici un point isol6, 
puisque les tangentes au nceud ou les asymptotes de l'indi- 
catrice sont imaginaires. Les rayons de courbure principaux 
sont de m£me sens. 

Quand l'indicatrice est hyperbolique, le paraboloide oscu- 
lateur est hyperbolique, le plan tangent coupe la surface, les 
asymptotes de l'indicatrice sont les tangentes au noeud, qui 
est reel. La surface n'est pas convexe, on dit qu'elle est a 
courbures opposies. Les rayons de courbure principaux sont 
de sens opposes; deux rayons de courbure sont infinis. 

Quand l'indicatrice est parabolique, le paraboloide oscu- 
lateur devient un cylindrc parabolique, le plan tangent coupe 
encore la surface; la section presente alors ordinairement un 
rebroussement. Ce cas est caracterisd par la formule 

r f<> — *o = °« 

Tous les points d'une surface developpable sont des points 
pour lesquels l'indicatrice est parabolique. L'un des rayons 
de courbure principaux est infini. 

Remarquons enfin que les sections normales passant par 
les asymptotes de l'indicatrice ont des rayons de courbure 
infinis; par suite, le point de contact est pour elles un point 
d'inflexion. 
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VI. — Equation simplified de l'indicatrice. 

La courbure - d'une section normale tracde sur une sur- 

P 

face peut, comme on Ta vu tout a l'heure, se mettre sous la 
forme 

- = rocos'a-h aj sinacosa-H f sin l a, 

P 

a d£signant Tangle que fait la tangente a la section avec l'axe 
des x. Si Ton prend les sections principales pour plans des 
xz et d6syz, alors s = o, et Ton a 

- = r cos 2 a -+- tn sin* a ; 

P 

r et t sont alors les inverses des rayons de courbure princi- 
paux que nous appellerons ^ et ^7; en effet, pour a = o, on a 

r = - et, pour a = -, t = -, en sorte que 

1 cos*a sin*a 

Si l'on appelle p' le rayon de courbure de la section normale 
dans la direction rectangulaire, on trouve 

1 sin 1 a cos s a 

d'ou Ton tire, ce que Ton savait, 

1 L — l l 
p "%' "" R ^R'' 

Liquation de l'indicatrice peut s'^crire 

x* y* _ 
"R + R 7 "■'• 
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Soient a et a' deux directions conjugu^es par rapport a Pindi- 

catrice, on aura 

R' 
tang a tang a' = 5- 

et, en appelant p' le rayon de courbure correspondant a la 

direc trice a', 

1 __ cos 2 a' sin* a' 

J' ~~ ~~lT~ "^ ~R~ ; 

d'ou Ton conclut 

p -4- p' = R ■+- R'. 

VII. — Theoreme de M. Bertrand. 

Nous appellons courbure d'une surface, au point M(x 9 y, z) 
et dans la direction dx, dy, dz, le rapport 

d e _ 1 

ds p| 

dz d£signant Tangle que fait la normale a la surface en M 
avec la normale en x -h dx, y -f- dy, z -+• dz, et ds d£signant 

l'arc y/dx 2 4- dy 2 -+- dz 2 qui joint ces deux points. 

Rapportons la surface a sa normale et a son plan tangent 
en M; la normale en un point quelconque inGniment voisin 
de l'origine (x, y 9 z) a pour Equations 

X — x - J ( -p(Z — z) = o y 
Y— 7-4-?(Z — *) = o; 

l'angle e de cette normale avec l'axe des z est donne par la 
formule 

I : y/i-t-/> s -i- q % = cose. 

Or on peut poser 

z = j(r x*-+-zs o xy -h t y*)-h. . ., 

'•<>, *o, to, ••• d^signant ^j, ^-^, jjpr • • • pour # = o, 
y = o, 5 = 0. On en tire 
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et, par suite, 

_i 
cose — [i-f-(r a:-Wo.>') s -t-(so#H- hy)*] * 

el 

et, comme cose = i — — > on a 

e2 — r * x * -h '2SQr xy -f- 2s t xy -+- /J^*-i-. • ■ : 
si nous divisons par le carre* de la distance t du point {x,y^ s) 
al'origine, - sera la courbure de la surface dans la direction <r ? 
et nous aurons 

— = rJcos*a -+- 2 5 (r -h * )sinacosa-h jjsin'a, 
Pi 

a d^signant Tangle que <r fait avec l'axe des x. Si R et R' 
d^signent les rayons de courbure principaux de la surface au 
point consider^ et si Ton prend les sections principales pour 
plans des xz et desjK^, on trouve 

, v i cos 1 a sin 1 a 

(0 



p\ K* R' 1 

Cettc forraule est de M. Bertrand. 

On voit que p t varie comme le rayon vecteur d'une ellipse 
dont R et R' seraient les demi-axes. 

Soit a' la direction conjuguee de a par rapport a l'indica,- 
trice, qui, comme l'on sait, est la courbe 

x* y 1 
R R' ' 
on aura 

R' 

(a) tang a tang x'= — — . 

Mais, en appelant -r la courbure dans la direction conjuguee 

Pi 

de a, (i) donne 

-. i _ cos s a' sin 1 a' 

{6) tf "" ~Ri~ "*" "TV 1 " ' 
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Si entre (i) et (2) on ^limine successivement R et R/, on a 
les relations remarquables 



sinx cos a 


cos a sin 3 


Pi ~ R ' 


Pi " R" 


sin a cos a' 


cos 3 sin a' 


? \ ~ R ■ 


p', _ R' 


De ces formules on tire 




1 


I 



Pi Pi RR' 

j-zr, est ce que Ton appelle quelquefois la courbure de la 

surface: on voit done que le produit — r est constant et 

1 , . , plpl 

6 gal a la courbure. 

Combinons les Equations (1) et 

1 __ cos* a sin* a 
p """ir"" 4 "^" 

du paragraphe pr£c£dent; l^limination de a donnera 

pj p\R^R7 RR' 

Nous ferons encore connaftre une expression de la cour- 
bure — donnee par M. O. Bonnet (Journal de I'Ecole Poly- 

technique, XXXV e Cahier). 

A cet effet, appelons V l'angle que fait la direction a avec 
sa conjugu^e par rapport a l'indicatrice ; on a 

cos* a sin*a 

1 

• \r R R 



s/ 



cos 1 a sin* 3 

■4- 



R" R'» 

ou 

psinV = pi; 
on trouve done 

1 _ i 
p t p sinV 

C'est la formule que nous voulions £tablir. 

L. — Traite d' Analyse, II. 28 
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VIII. — Recherche des rayons de courbure principalis 
Soit maintenant 

liquation d'une surface donn^e ; proposons-nous de calculer 
ses rayons de courbure principaux au point dont les coor- 
donn^es sont x,y, z. Posons une fois pour toutes 

CLX /jy d* 

Soient x r = — , y f z= -£- 9 ~ f = -1 \ es trois cosinus direc- 

ds J ds ds 

teurs d'une tangente a la surface, passant par le point (x, y, z). 
Par cette tangente faisons passer une section norm ale et calcu- 
lous son rayon de courbure. Au lieu d'appliquer les formules 
g6ne>ales, nous ferons usage de 1' artifice qui suit : 

Menons deux plans normaux, inflniment voisins, a la courbe 
de section dont nous voulons calculer le rayon de courbure ; 
ces plans se couperont, corame Ton sait, suivant l'axe du 
cercle osculateur (p. 3^8), lequel axe rencontrera le plan de la 
courbe de section en son centre de courbure. Nous remar- 
querons, pour faciliter le calcul, que le centre de courbure 
est sur la normale a la surface qui est la normale en x, y, z a 
la section. Nous aurons done, pour determiner les coor- 
donn^es du centre de courbure X, Y, Z et le rayon R de 
courbure, les Equations suivantes : 

(3) (X-x)J + (Y~y)y + (Z — s)J = o, 

equation du plan normal ; 

(4) (x-^'-ky-jXx'+cz--*)^!, 
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Equation obtenue en diflfcrentiant par rapport a s liquation 
pr£c£dente : ces deux Equations repr£sentent, conime on Pa 
vu, Paxe da cercle osculateur ('); enfin 

,_. X — x Y— y Z — z R 

(5) '7T~ = "77~ == ^^~ == N , 

Equation de la norm ale a la surface ou Ton a 6crit, pour 

abr^ger, N au lieu de \/f'\ 4- /J -\-/l et ou R repr^sentera le 
rayon de courbure de la section. 

L'equation (3) est contenue dans les formules (5), ce que 
Ton peut d'ailleurs verifier en observant que le r£sultat de 
reiimination de X, Y, Z ou de X — x, Y — y, Z — z donne 
ridentite* 

(6) /^'+/ ! /+/3^'=0, 

qui exprime que la direction f K , / a , /a de la normale a la sur- 
face est perpendiculaire a celle de la tangente a la section 
consider£e x f ,y, *', et que Ton obtient d'ailleurs en diflfe- 
rentiant (i) par rapport a Tare s. Des formules (4) et (5) on 
tire 

(A) x-* = 4£, W=4?, z-*=4r> 

(7) 



Mais, en diflfcrentiant liquation (6) par rapport a Tare s de la 
courbe dont on cherche le rayon de courbure, on a 



( ' ) Soit P = o l'equation sous forme abrdgee du plan normal ;P+rfP = o 

sera celle du plan normal voisio, et ces deux Equations rep resen tent l'axe 

du cercle osculateur; la seconde peut etre remplacee par dP = o, combi- 

dP 
naison des deux Equations, ou par —r- — o : e'est liquation (4) du texte. 
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liquation (7) prend alors la forme suivante pour le calcul 
du rayon de courbure R : 

R —1 



r~j 



Si nous posons, pour abr£ger, 



nous pourrons 6crire ainsi liquation pr£c£dente 

N 

(7 **) £ = — ?(*',/,*')• 

Pour trouver les rayons de courbure prinfeipaux, il suffit de 

calculer le maximum et le minimum de ^ quand on fait varier 

la direction x [ \ y, z f de la section normale. On a, pour la 
condition du maximum et du minimum, 

do do dtp 

(8) O = gj <**'+ £ <fy> + £ Mi 

les quantitls od , y y z' sont li£es entre elles par les relations 
(9) fi*-*-f*y+fi*=o: 

c'est la relation (6), et 

(10) 3^+/*-*-*'* = 1, 

d'ou Ton tire 

(11) ( o = afdJ+ydy+*'dz'. 

Si Ton applique aux formules (8) et (1 1) la m£thode des 
multiplicateurs, on obtient les trois formules 

do 
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ou \ et [jl designer] t deux param&tres a £liminer. En £liminant 
\ p., x', y, z ! entre (7), (9), (io)et(ia), on a liquation qui 

fait connattre le maximum et le minimum de -^; pour obtenir 

la r£sultante, nous £liminerons d'abord \ en multipliant la 
premiere formule (1 2) par x\ la deuxteme parj^, la troisi£me 
par z'\ en ajoutantet en ayant egard a (7), (8), (9)et(io), on 

a -5 [jl = o, ou p. = —' En rempla^ant alors dans (12) 

|A par cette valeur et -p>> ',> -p par leurs ddveldppements, 
puis en divisant par 2, on trouvera 

/«*'-*- f /ti -4- ^ J/h-/m*'-+- i */i = o, 
/3iar'-+-/8»/-+- f/n+ g j *'-+- £ X/ 8 = o, 

En 6liminant #', j^, 5', \ on a Inequation aux rayons de cour- 
bure principaux 



(i3) 



(i4) 



* N • 


a. 


A 




/•• 


/. 


/si /a j 




/» 



= o. 



N 



/1 /« /s o 

^ unefois connu, les Equations (1 3) ferontconnaitre x f , y 1 , z\ 
c'est-a-dire les directions des sections principales. 



IX. — Discussion de l'equation aux rayons de courbure principaux. 

Theoreme I. — L } equation (i4) aux rayons de courbure 
principaux est du second degre, elle a ses deux racines 
rielles (si la surface f= o est reelle). 
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Si nous posons 



(i5) 



e = 



f\i f\t fit ft 

A\ A* ftZ ft 

A\ /si fas A 

A A A o 



on poarra 6crire liquation (i4) ainsi 






N / de 
R\4At 



se 



*/il/ 



-4-e = o. 



4/i« */• 

Liquation (i4) est done bien du second degr6, et il esl bon 
d'observer que 9 n'est autre chose que le hessien de/, a un 
facteur constant pres. 

Pour prouver que cette Equation (i4) a ses racines reelles, 
on remarque que, si ces racines e"taient imaginaires, on en 
d£duirait pour X*, y, z' 9 \ deux systemes de valeurs conju- 
gu6es ; designant le premier systeme de valeurs par x f ,y, z', \ 
et le second par x n r , y, z", V, on trouvera, en multipliant la 
premiere formule (i3) par #", la seconde parj^, la troisieme 
par 3" et en ajoutant, 

» 

f uX 'x'+f 23 (zy+yz')+...^-^(x'af+ Y y"+z~'); 

le coefficient de \ disparait en vertu de/ t of -\-f*y +f* * = o. 
En appelant ^ la valeur conjugue*e de ^ > on trouve d'une 
fac,on analogue 



N' 



fn*' a? +fn(z'y -±-y z') + . . .= — -.p (x'x*+y'y+z'z'') = o; 



R' 



on en tire 



(g-^) (*'*'+//'+ ~'^) = o; 



N N' 

done, comme ^ est different de -^,j puisqu'ils sont conjugu^s, 

x' x* -\- y' y" ->r- z'z* = o, 
ce qui prouve d'abord que les directions princi pales sont rec- 
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tangulaires, et ensuite qu'elles ne sauraient fitre imaginaires, 
car x , a?= (mod#') a ; on aurait done 

(moda?') J -h(mody) s -h(modV) 1 == o, 

ou x , =y r = *= o, ce qui est en contradiction avec la rela- 
tion a' 2 -\-y 2 -+- z f2 = i , a laquelle sont assujetties les quan- 
tity X 1 , y } z*. 

Probleme. — Chercher les conditions pour que liqua- 
tion (i4) ait une racine double. 

Si nous appelons V le premier membre de cette Equation, 
on aura a la fois 

dV _ dV dV av _ 

et V = o, si liquation (i4) ou V = o a des racines Igales. 
Or on a (t. I, p. i5g) 

o = V 



'(A-S)'(A-S) 

_ d\ dv _ /avy 

"'(/■-!) '(a- S)"^' 

multipliant (16) par — - ^— » on trouve alors, en rempla- 

$ant — j^r- — j^-r- > • • • par leurs valeurs tiroes de 

Inequation pr£c6dente et de son analogue, 

T^ifj] * (.777) HwJ- 

Cette formule et ses analogues montrent que les mineurs de V 



44<> CHAPITRB VI. 

relatifs aux 61£ments qui n'appartiennent pas a la derni£re 
ligne et a la derni&re colonne sonl nuls (au moins dans toute 
surface r^elle). 

En ^crivant toutes ces conditions, on tire 



(17) 



Si aucune des deriv^es / 4 ,/ 2 , / 3 n'est nulle, l'elimination 
ue jr donne 



/?/«3 — /l/l/tl — A/i/i J 

/i/13 — f if if it — /2/1/23 -f- (/« 
/i/11 — /3/1/13 — /3/2/13 



(18) 



I 



(/1/1/13 +f if if it —A 1/2/3 --/?/js) 

(A/3/11 -K/i/l/is -/22/1/3 —/i/13) 



7-7" (/s/l A 3 H-/l/l/l3 /33/l/l — /I /l j) 



seulement. Et ces Equations peuvent encore s'dcrire 



IH) 



/t/ti -/I (/ii/i +/»/•) 

/l/3i-/i(/n/3+/2s/,) 

/I/12-/K/23/1-+-/13/2) 



/1/2/3/11 

flflfsftt 
fififzfts- 



Si I'une des quantit£s/i,/ 2 ,/ 3 est nulle, /i par ex em pie, en 

vertu de la quatrtemc Equation (17), il faudra que Tune des 

N 
quantites/ 2 ,/ 3 soit nulle, ou que/ H -+- =r = o, et l'on devra 

reprendre le syst6me (17) tout entier pour en faire la discus- 
sion. 
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II est facile de voir que les points ou les deux rayons de 
courbure principaux sont £gaux sont des ombilics, d'abord 
directement au moyen des Equations (18) qui se r^duisent a 



s 



/t = o 


et 


/i/is-H/s/iJ — o, 


/t = o 


et 


/3/il-+-/l/23 = 0, 


/a=o 


et 


f\ft% -+-fifn = o, 



pq 1-hp* I-4-y* 

et determinent les ombilics (p. 42 1); ensuite en observant que, 
si les deux rayons de courbure principaux sont £gaux, I'indi- 
catrice est circulaire, et il existe une sphere osculatrice. 

Les Equations (19) permettent de compter les ombilics 
d'une surface de degr£ m. En eflfet les ombilics de la sur- 
face /= o sont a Intersection de la courbe (19) et de la sur- 
face /=o; la courbe (19) est elle-m6me l'intersection de 
deux surfaces de degr£ \m — 5. II y aura done {^m — 5) 2 m 
points d'intersection; mais tous ces points ne sont pas des 
ombilics. En effet, les Equations (19) sont satisfaites pour 



(20) 



bien que Ton puisse toujours supposer qu'en un ombilic on 
n'ait pas/i = o ou/ 2 = o ou/3 = oau moyen d'une transfor- 
mation de coordonnees. Or les Equations (20) determinent 
sur la surface f= o 

3m(m — i)(im — 3) 

points qui ne doivent pas compter parmi les ombilics; il reste 

done 

m(km — 5)* — 3m(m — i)(a/n — 3) 

points qui pourront etre des ombilics. En faisant le calcul, 
on constate qu'une surface d'ordre m peut avoir au plus 

m( lorn* — a5m -+- 16) ombilics. 

Pour m= 2, on trouve qu'il y a 12 ombilics. Les ombilics 
des surfaces du second ordre sont done au nombre de 12 
et ^videmment aux extrlmites des diam6tres conjugu£s des 
sections circulaires. Verifions-le. 
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Conside>ons rellipsoi'de repr&ente' par liquation 



x 1 y* z* 
a* b l c % 



Les formules (19) appliqu£es a ce cas donnent 

xyz xyz _ xyz 

et il semble qu'il n'y ait pas d'ombilics, les solutions x = o, 
y = o, 5 = one devant pas necessairement compter. Mais il 
faut examiner le cas oil/, = et avoir recours alors a toutes 
les formules (17). Si Ton y suppose x = o, elles donnent 

N 2 . a* — c* „ «* — 6* 

_ = __, ^___ + ,.__ =0 , ...: 

c'est la solution connue. 

X. — Suite de la discussion precedente. 

Si, dans liquation (14) qui fait connaitre les rayons 
de courbure principaux, on suppose f=tp(x,y) — z, elle 
devient, apres avoir ete de\eloppee, 

(»0 j£ ■+■ g [(l -+-?*)#•— 2/??* -+-( I +/>*)/] -4-/** — J« = 0, 



N repr^sentant ici y/i .-+-y> 2 -+■ <7~- Le produit des courbures 

principales est done — Ni — • Si done rt — s' 2 = o, Tune des 

courbures principales est nulle, Tun des rayons de courbure 
principaux est infini; il en rlsulte que, dans les surfaces 
de* veloppables qui sont caracterisees par la relation rt — s 2 = o, 
un rayon de courbure est infini. Si le plan tangent touche une 
surface sui vant une ligne, le long de cette ligne, on a rt — s 2 = o 
(p. 3og) et un rayon de courbure le long de cette ligne est 
infini; de pareilles lignes sont ce que Ton appelle des lignes 
de points par aboliques } les points ou Ton art — s 2 = o elant 
ce que Ton appelle des points paraboliques. 

Pievenons a liquation (i4)« Le terme independant de R est 
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le determinant 9; en l'egalant a zero, on obtient les points 
paraboliques, et, s'il est identiquement nul, la surface est 
developpable. 

II est facile de voir que la relation 9 = o est equivalente a 
liquation 



/.. 


/.. 


/» 


/» 


/« 


/» 


f\Z 


/« 


/•I 


/« 


fn 


/» 


/« 


Ai 


/*• 


/*» 



obtenue en egalant a zero le hessien de la fonction f rendue 
homog&ne par 1'introduction de la variable t. 

Pour le prouver, il suffitde multiplier la premiere colonne 
du determinant 9[formule (10)] par x, la seconde par j', la 
troisieme par 3, la quatrieme par m — 1 et de retrancher 
la somme des trois premieres de la demiere, laquelle aura 
alors pour elements tfw, tfi\<, J/juj */*• Multipliant alors la 
premiere ligne par x, la deuxieme par j', la troisieme par z, 
la quatrieme par m — 1 et re Iran chant la somme des trois 
premieres de la derni&re, on obtient le hessien de/. 

Liquation 9 = o determine sur la surface / = o une ligne 
de points paraboliques, 9 est de degre J\{m — 2) : la ligne 
des points paraboliques est done de degre 4 m { m — 2 )i *' 
n'y a done pas de ligne de points paraboliques sur les sur- 
faces du second ordre non developpables. 

La ligne des points paraboliques s£pare en general la sur- 
face en deux regions : sur l'une la surface est a courbures 
oppos£es, sur l'autre elle est convexe. 

Pour que deux rayons de courbure soient inflnis, il faut 
que Ton ait non seulement 9 = o, mais encore 

^?_ _u *L - « - 

<yii ~<>fi% Jf™ 

Cette equation est de degre 3 m — 4? liquation 9 = o est de 
degre 4(/w — 2); par suite, il y a, sur toute surface d'ordre m, 
\m(m — 2)(3m — 4) points ou deux rayons de courbure 
sont infinis. 
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XI. — Discussion des equations qui font connaitre les sections 

principales. 



Ces Equations sont [(i3J du § VIII] 

(a) /ii^'+L/isH- i()/ + /«*' + i tyi = °> 

(3) /ai^'-i- /»«/+ (/m -+- ft)*'-*" ^ V» = °i 

(4) / "i*'+- /«/ '+/**' = o. 

Si Ton appelle R et R, les rayons de courbure principaux, 
x\ y', z ! et x\i y\, z\ les valeurs correspondantes des 
cosinus directeurs des tangentes aux sections principales, 
X, Y, Z et X|, Y n Z| les coordonne'es des centres de cour- 
bure principaux; on aura d'abord, en multipliant (i), (2), (3) 
par x\,y\ f z\ et en ajoutant, 

a + g {x'x\ +yy x + z'z\ ) + £ (*>/, -4-y/, + ^/ 3 ) = o 

ou, en vertu de (4), 

Q = -^{x'x\+yy l + z*z\) 1 

Q de'signant une fonction du second degrc* de x' 9 y 1 \ d et 
x \iy\i z \ 5 on trouverait d'une fa^on analogue 

Q = -?L(T' i x>+y i y+z\z'y. 

il faut en conclure, si R^R,, 

(5) Q = o, x\x'-+-y i y-hz\z=o; 

ce qui prouve que deux sections principales, en un point ou 
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les rajons de courbure principaux sont in£gaux, sont tou- 
jours rectangulaires. On a . 

d'ou 

R R 

dX = dx -h ^ d/i -+- /i d jj , 

R R 

On en d£duit, en vertu de (4), 

a/dX-H/rfY-t-s'dZ 
(6) * ^a/dx+ydy + z'dz+^ix'dfi+ydft-hz'dfi); 

or de (i), (2), (3) on tire aussi, en les multipliant par dx, dy, 
dz et en les ajoutant, 

N 
x' dfi-¥- / dfa->r z' dj z ->r |j (x'dx+ydy-\-z'dz) = o. 

Cette Equation multiple par == et ajoutee en croix avec (6) 

donne 

x , dX+/dY + z'dl = o; . 

ce qui prouve que le d£placement rfX, dY 7 dL eflectue sur 
le lieu des centres de courbure principaux est perpendiculaire 
a la tangente a la section principale; le plan tangent au lieu 
des centres de courbures principaux est perpendiculaire a 
cette tangente, et, par suite, il coincide avec une section 
principale; ainsi : 

Le lieu des centres de courbure principaux est Uenve- 
loppe des plans des sections principales. 

Cette propria t& rappelle celle des d^velopp^es. Mais Tana- 
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logie est loin d'£lre complete, car une surface quelconque ne 
peut pas £lre regarded comme le lieu des centres de cour- 
bure d'une autre surface. 

En effet : la surface a deux nappes lieu des centres de 
courbure d 7 une surface donnee doit jouir de cette pro- 
priHe que, de quelque point de Vespace qu'on la regarde, 
les contours apparents des deux nappes semblentse couper 
a angles droits. 

Pour le prouver, placons Foeil en un point quelconque et 
consideVrons la normale a la surface passant par l'oeil; deux 
plans principaux passant par Foeil toucheront la surface lieu 
des centres de courbure et seront les plans tangents au cdne 
circonscrit mene* par I'osil conside're* comme sommet de ce 
cdne. Ce c6ne se composera done de deux nappes orthogo- 
nales, ce qui d^montre le the'oreme dnonce\ 

La recherche du lieu des centres de courbure principaux 
d'une surface pr£sentera, en general, de grandes difficultes; 
mais il sera facile de trouver son Equation tangentielle, 
comme nous le verrons sur un exemple. 



XII. — Sur une propriete de maximum relative aux rayons 

de courbure. 



Cherchons le maximum et le minimum de la distance d'un 
point (a, (3, y) a une surface. Soit (x } y, z) le point de la sur- 
face re"pondant au maximum. Pour ce point la diflferentielle 
de (x — a) 2 + (jK— (J) 2 -J- (3 — y) 2 doit Sire nulle, et Ton a, 
en egalant a zero les deux d^rivees de cette expression, prises 
par rapport k x ely, 

(!) ar — a-Hp(« — y) = o, y — ? -+- q(z — y) = o; 

si Ton regarde a, (3, y comme des coordonne\es couranles, ces 
Equations representent la normale en x,y, z\ done la solu- 
tion s'obtient en menant par a, (3, y une normale & la sur- 
face. Mais discutoas la solution et formons la diflferenlielle 
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seconde de (x — a) 2 + (y — (3) 2 + (z — y) 2 ; elle est £gale, 
a un facteur positif pr6s, a 

( [ I " 4 "/ ?l "+" r ( z — f)]dx* ■+- *[pg -+-s(z — f)]dxdy 
\ H-[l -4- ?*-+-*(* — y)M>''- 

Plagons Porigine en x, y, 5, et prenons pour plans de coor- 

donn£es les sections principales et le plan tangent en ce 

point; on auras = o,/> = 0, q = o, 5 = o, et Texpression (2) 

deviendra 

(1 — r*()dx*-h(i — ty)dy*. 

Pour que cette quantity conserve le mgme signe, il faut que 
(1 — Y^)(i — yJ)>o. Orret t sont les inverses des rayons 
de courbure principaux; en appelant R et R/ ces rayons, on a 
done 

<«> ('-r)('-s-') >0; 

si R et R' sont positifs, on doit trouver 

(T-R)(Y-R')>o. 

Par suite, pour qu'il y ait maximum ou minimum relative- 
ment a une surface convexe, il faut que le point donn£ ne 
soit pas compris entre les centres de courbure principaux. 
Si R et R' sont de signes contraires, la formule (a) revient a 

(Y-R)(Y-R')<o; 

done, dans le cas d'une surface a courbures oppos^es, il faut 
que le point donnd soit compris entre les centres de cour- 
bure principaux pour qu'il y ait maximum ou minimum. 

Les centres de courbure peuventdonc se definir : des points 
pour lesquels la different ielle premiere de 

est nulle et pour lesquels la diffirentielle seconde est un 
car re par fait (p. 346, t. I). 

lis sont done fournis par la formule (1) d'une part, et par 
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la formule obtenue en £crivant que (a) est un carr£, ce qui 
donne 

[pq -f- s(z - y)] 2 = [l -4-/>* -4- r(z — y)J[i -+- q* -f- 1 (z — Y>]i 

l> 

or on a z — v = — : liquation aux rayons de cour- 

bure principaux est done 



( 



i -+- ?* — ) = o. 



Cette Equation d6velopp£e devient identique a celle que nous 
avons trouv^e plus haut; mais sous cette forme elle se prfite 
mieux a la discussion. 

Veut-on prouver, par exemple, qu'elle a ses racines r^elles, 
on P^crira ainsi, en posant i +/? 2 -i- q 2 = N a , 

N 
substituant alors dans le premier membre, a la place de ^ > 

r t 

on trouve les signes suivants, en observant que (i-\-p 2 ) 
( l ■+■ q 2 ) — p 2 q 2 ou i h-/> 2 -h gr 2 est positif , 



Done j et 5 peuvent servir a s^parer les racines qui 

sont toutes' r^elles. Pour que deux racines deviennent egales, 
il est n£cessaire qu'elles deviennent alors toutes deux Egales a 

r et a r; on doit par suite avoir 

l-t-p 2 \-¥q x r 

r t N , 
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mais liquation (3), dans cette hypo these, donne 

N __ _s_ 

on a done en un point ou les rayons de courbure sont £gaux 

r s t 

I -+- J0 4 ~~ pq ~" I -h q* ' 

e'est I'equation aux ombilics. 



XIII. — Sur one forme remarquable que Ton peat donner 
& I'equation aux rayons de courbure. 

Reprenons liquation aux rayons de courbure 

N* N 



ou 



ii ( l M-g«)r--2;?gs-t-(i-J-/?»)g ** — *» 
(0 Ri ■+" R Ni + "NT" - °' 

soient a, p, y les cosinus directeurs de la normale, alors 

a ~N' P ~N' T_ "N "" ^^pt^qi' 

et, par suite, 

da __ r(i-\-q*) — /?^5 da __ s(i-f- q x ) — pqt 

dx~~ N» ' dy ~~ N» ' 

d(3 __ 5(1-4-/?') — jpyr d|3 _ t(i-+-p % ) — pgs m 

dx " N3 ' dp N* ' 

le coefficient de j? dans (1) est done 

da d3 
dx dy 

L. — TraiU d 'Analyse, II. 39 
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D'ailleurs on trouve 



*(*, P) _ 



i 
i 



r(l-hq 2 ) — pqs s(i -hq*)—pqt 
s(i-i-p*) — pqr t(\-*-p*)—pqs 



r s 
s t 






/•/ — $* 



liquation (i) peut done s'^crire sous la forme remarquable 

I i /<?* #\ J(«,P) 

R« R \ Ar / d^/ e)(a? f 7) ~ 



XIV. — Application anz surfaces du second ordre. 

Consid6rons la surface 

Aj7»-4-B^«-4-C*»=i; 

pour cette surface, liquation aux rayons de courbure prin- 
cipaux s'^crit 





A+ R 


o 


o Aa? 


(>) 





R 


o B7 




o 





n 




kx 


B 7 


Cs 


ou 









= o, 



Cette Equation d6velopp£e devient 

(1 bis) g| -»- 5 [( A -+- B -f- C) N* — ( A»a?« -+- B»^» -*- C»**)] ABC = o. 



On peut £crire cette Equation autrement. En effet, on peut 
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la consid£rer comme r^sultante de 





( A-f- ~ J X -+- kx = o, 




(B+'gjjt-f-B.y =o, 




(^ "*" R ) V "*" ^ Z =0y 




XAx-h y-Ry + vC-« = o, 


ce qui donne 




(*) 


A*x* B*y* C*z* 



Si Ton appelle v la corde normale passant en x % y, z et p c 
la portion de la normale comprise entre le point (x,y, z) et le 
plan des xy, on a 



v — ~ A^-j-B^-nC 1 **' 

N 



Liquation (i) peut alors s'^crire 



JL i /g. A-hB-f-G , a\ AB _ 
R*~*~r\,- G Pc -T^C'p*- 05 

• 

on en deduit, en appelant R' et R 7 les deux rayons de cour- 
bure principaux, 



ii A -+- B -+- C _,_ a i 
R'^R""- Cp c ~v ; R'R""" 


AB 


i AB R'» 
R' = C'R'» ° U R' = con9t " 





dans l'hyperbolo'ide qui a trois generatrices rectangulaires 

A + B + C=o, et Ton a 



l i _ a 

R 7 "*" R? ~ v* 
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La corde normale est alors moyenne harmonique entre les 
rayons de courbure principaux. 

N 
Le lieu des points ou ~ a une valeur constante )» s'obtient 

en faisant -^ = X dans (2), ce qui donne 

A«x* B«v« C** 1 

J -4- r- = O. 



A— X B— X 

On peut donner a cette Equation une forme remarquable en 
la combinant avec celle de la surface elle-m^me ; on a alors 

A*** A*** x B*p* B*y* _^ d* C»*« _ 



A-X A B-X B 

XAa* XB/« XCs» 



B— X C-X 






ou encore 






x 1 r* z x 

\ 1 




1 1 1 1 1 1 




A X B X C X 



= I. 



Cette Equation repr6sente une surface homofocale avec la 
surface propos6e. Elle d6coupe sur la surface propos£e une 
s^rie de lignes que nous retrouverons sous le nom de lignes 
de courbure. 

On peut observer que, en vertu de (1 6w), on a 

1 ABC 



R'R' N* 
ct ; par suite, 

R* R # * 

Le long d'une ligne ou jr est constant, on voit que -~r sera 

constant. Ainsi, le long d'une ligne de courbure, le quo- 

R ,J 
tienl -gr est constant. 
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XV. — Surface lieu des centres de courbnre de l'ellipsoide. 

Pour trouver le lieu des centres de courbure de l'ellipsoi'de, 
on pourrait faire usage des formules qui pr£c£dent, mais on 
obtient le resultat sous une forme plus 6l£gante comme il suit : 
consid£rons l'ellipsoi'de 

/ \ x* y* z* 

(,) a* + T* + * =u 

Coupons-le par la sphere 

(2) (^-a^ + ^-p^+^-YJ^R*; 

liquation g6n£rale des surfaces du second ordre passant par 
1'intersection sera 

x (S -^ 6 ^ S — — (a? ~ a)2— (>r — P)a ~ (<s ~ t)1 "^ R1 = o> 

et, pour que cette surface soit conique, il faudra £crire que 
Ton a a la fois 

\x Xy n \z 

*=*-*> ^=^~P' ^=*-»> 

R*-ha(# — a) -t- $(y— P)-f- Y(* — Y) — ^ =o; 
et Ton £liminera x, y, z, ou plut6t x — a, y — (3, z — y entre 

( *- a) (5i'~ 1 )" 4 ~^ =0, •••» 
a(x — a) -+- $(y - p) -+- y(* - y ) -h R* - X = o, 
ce qui donnera 

AflfJ 



a* 

K..-T-R* — A =o 



ou bien 



X 



,~. a* p» v« R* 

a s — X 6* — X c 2 — X X 
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D'un autre c6t6, si l'on cherche l'expression du rayon de cour- 
bure p de rellipsoi'de (i), on trouve qu'elle est donn6e par la 
forraule du paragraphe pr£c6dent 



x* y* 



^ ST = °> 



a* — a>— b % —b^— c » — c* - 

P P P 

on 

Si Ton combine cette Equation avec 





a* ^ &« 


z* 






on trouve, 


en retranchant membre a membre, 








l l 


i . — n 








a i_P 6*- p - 
N N 


t — \j» 

C N IN 




Supposons maintenant R = p; cette equation devien 


dra 


(5) 


1 1 


i — ft * 








, K ' R -0 ' 

N N 




d'ailleurs on aura 










R x 


5(-5)- 






L'equation 


(3) donnera alors 








a* a* 


__X 6* 6*-X 


c* C *-X 


R* 


= i 



et Ton peut voir que cette Equation est salisfaite par ^ = \\ 
en effet, son premier membre devien t 

c'est-a-dire £gal a l'unit£, en vertu de (i) et (4)^ 



INFINIMENT PBT1TS DANS LES SURFACES. ^55 

On peut s'assurer egalement que les de>iv£es de (3) 

a* p* v« R« 

L r ' ' — — = o. 



(a* — X)* (6* — X)* (c*— X)« X* 
a* 8* v» R« 



(a« — X)3 ' (6*_X)» (c» — X)» X* 

sont satisfaites en prenant \ = —; dans cette hypothese, elles 
se r£duisent en effet a 

x* y* z* _ T# 
a k b k c* 

x* i y* i z* i N* _ 

la premiere est la definition de N 2 , la seconde combined avec 
la premiere donne 



ou 

x 





X% ( l 1 ' 




a*Va* — X X 


2 


* . y* * 



i) + .- = o 



a« a i_X ' 6 l 6«-X + c« c«-X ° : 
c'est l'equation qui definit les rayons de courbure en #, y y 5, 
quand on y remplace \ par ^- 
Ainsi done : 

Pour trouver le lieu des centres de courbure principaux 
de I'ellipso'ide, il suffit de chercher son intersection avec 
la sphere (i) et d' ex primer que V Equation (3) a une ra- 
cine triple : le centre de la sphire ainsi determine sera 
sur la surface cherchee. 

Appliquons ce th^oreme : appelons X, [x, v, p les racines 
de l'equation (3) pour des valeurs donn£es de a, (3, y, R; 
cette Equation peut s'£crire 



a«(63 — X)(c« — X)X 
H_Ri( a «__X)(&* — X)(c»- X) = X(a« — X)(6« — X)(c*— X). 



456 GHAPITRB VI. 

Le produit Xjxvp dcs racines de cette equation est 6gal k 

on a done 

a*b*c*' 

Si Ton change a 2 — \ en X', la meme Equation (3) prendra la 
forme 

a* ft» Y» R» __ 

X'" "** £*_ a *-f-X' "*" c*-a*-t-l' "*" a*-t-X' ~" f ' 

en chassant les dlnominatcurs et en dcrivant que le produit 
des racines est (a 2 — ^)(# 2 — t u )(# 2 — v )( a2 — p)> on trouve 



a* = 



__ (qi— X)(q»— pL)(a»--v)(a»-p) 
(fc«__ X)(6«-nX* f -v)(6« — p) 



_ (c»-X)(c»-a)(c»-v)(c«-p) 
T "" ( c i_-a*)(c*— 6*)c* ' 

~ a*b*c*' 

Prenons [x = v = p et les equations suivantes feront con- 
naitre les centres de courbure de l'ellipsoide, ainsi que le 
rayon correspondant, 

(a*— 6*)(a* — c*)a*' 
(&i-X)(6«-n)» 

R = _v_. 

a 2 6 l c 2 
Cette methode est de M. Darboux. 
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XVI. — Courbure des courbes tracees sur one surface ot* theorems 

de Meusnier et 868 consequences. 

Proposons-oous de trouver le rayon de courbure d'une 
courbe tracee sur la surface 

(1) Mr, *) = o. 

L'equation (1) sera Tune des Equations de cette courbe; 
quant a Paulre, nous ne l'ecrirons pas. Le cenlre de courbure 
de la courbe se trouve : i° sur Taxe du cercle osculateur, 
lequel a pour Equations 

( (X — x)dx -t-(Y —y)dy -t-(Z — z)dz =0, 
(2) ( (X — a?)rf«a?-*-(Y— y)d*y -$-(Z — z)d*z = ds*\ 

2 sur le plan osculateur. II est inutile, je crois, de rappeler 
que les Equations (2) sont celles du plan normal et celles du 
plan normal infiniment voisin, dont on a retranche la pre- 
miere. Les formules (2) jointes a liquation du plan oscula- 
teur feront connaitrc les coordonn^es X, Y, Z du cenlre de 
courbure. 

Mais ce n'est pas encore la que nous voulons en arriver. 
La premiere Equation (2) est celle d'un plan passant par la 
normale a la surface : cette normale rencontre done I'axe du 
cercle osculateur; cherchons le point de rencontre en ques- 
tion. Les Equations de la normale sont 

X — x Y—y Z—z p 

(3) ~7r = rfr = ~7r = "' 

p d£signant la distance du point de rencontre au point 
(#, jk, z). Si Ton ^limine X — x, Y — y, Z — z entre (2) et 
(3), on trouve : 

i° L'identite' 

(4) f\dx -+- f t dy +f*dz = o; 
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2° La for mule 



(5)* J(/irf | *+/trf* i r +/•*-») = a* 



ou 

p _ ds* 



(6) 



N fid*x+J t d*y-*-f z d*z 
Or, en differentia tit (4), on a 

fid^z -hf t d*y -*-f 3 d*z 

= —(fiid*x-+-ft t d*y-i-fnd*J5-h2f u dydz-+-if l sdxdz-h ifudxdy); 

par suite, (6) affecte la forme 



(6 6w) 



IS <p(^, dy, dz)' 



en d'autres termes, p ne depend pas de d' 2 x^ d*y } d 2 z, il ne 
depend que de dx, dy, dz. Done : 

Les axes des cercles osculateurs de toutes les courbes 
tracees sur la surface et possedant la mime tangente en M 
rencontrent la nor male & la surface en M, au me* me point , 
qui est evidemment le centre de courbure de la section nor- 
male passant en M suivant la tangente considered 

Fig. 38. 
i T 



/ \ 



c 



\ 

A 

o 



Soient 

MT la tangente; 

MO la normale a la surface; 
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CO Faxe du cercle osculateur d'une courbe dont CM est le 

rayon de courbure ; 
O sera le centre de courbure de la section normale et Pon 
aura, en appelant y Tangle que le plan osculateur de la courbe 
fait avec le plan de la section normale, 

MC = p cosy. 

On peut done £noncer le th£or£me suivant : 

Theoreme de Meusnier. — Le rayon de courbure d'une 
courbe quelconque tracee en un point d'une surface est la 
projection du rayon de courbure de la section normale 
passant en ce point sur leplan osculateur de cette courbe. 

Corollaire. — Le rayon de courbure d'une courbe 
quelconque tracee sur une surface est egal a celui de la 
section faite par son plan osculateur dans la surface. 

II est facile d'en conclure que le lieu des centres de cour- 
bure de toutes les lignes qui passent par un point donn£ 
d'une surface est une surface du quatrieme degre dont les 
sections normales sont circulaires et dont l'equation est 

Ri et R 2 d£signant les rayons de courbure principaux en #, 
y, z. Cette surface est, bien entendu, osculatrice de la sur- 
face propos£e. 

XVII. — Theorems de Hachette. 

Nous representerons la courbure d'une courbe par une 
droite num£riquement dgale a cette courbure et port£e sur 
la normale principale. Lescomposantesde la courbure seront 

, d z x cfiy d l z f o/? \ 
al0rS ^T'^'^(P- 362 )- 

Consid&rons une courbe tracee sur deux surfaces 

f=o, F=o; 
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en diffcrentiant ces Equations et en nous servant to uj ours des 
me'mes notations, nous aurons 

x dx r dy r dz 
dx dy dz 

et, en differentiant encore, 

j. I dx\* . dx dy . d*x 



F.^f^V+aF,, — ^+ +F. — 



-+-. . . = o. 



Si Ton pose -p==x' 9 ~j-=y,-^- = 2?et si Ton d£signe par 

X, Y, Z les composantes de la courbure, on pourra £crire 
ainsi ces form u les 

? (^/, 3 ')+/ 1 x + / 1 yh-/ j z = o, 

*(*', /, -»') -+- F, X -4- F s Y -f- F a Z = o, 

en d£signant par <p et $ les termes du second degr£ en x', y J , 
z' qui entrent dans les formules pre*cedentes. On a d'ailleurs 

Xj'+Y/+Z-'=o; 
de ces trois formules on tire 

U; ^(/iF i -/ 1 F t )H-y(/ i F 1 -/ I F 1 )-HV(/ l F 1 -/ 1 Fi/ 

Supposons que, dans cette formule, on remplace F(£, r,, £) 
par (5 — #)F| + (7i — jk)F 2 + (£ — 5)F s , c'est-a-dire que 
Ton remplace la surface F = o par son plan tangent; en appe- 
lant X F la valeur que prend X, il viendra 

(/F 3 -*'F,)<p 
** ^(/^-/jF,)-^...' 

x _ -W» -*'/*)* , 

J/ ^a»F 3 -/ 5 F 1 )+...' 
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on en conclut 

X = X/+X F . 

Cette formule et ses analogues montrent que : 

Theoreme de Hachette. — La courbure d'une courbe 
trade sur deux surfaces est la rhultante des courbures 
des courbes d' intersection de chaque surface par le plan 
tangent de V autre. 



XVIII. — Des points singuliers des surfaces. 

On appelle points singuliers d'une surface les points pour 
lesquels le z ne peut &tre suppose d6veloppabIe par la formule 
de Taylor, quelque petits que soient les accroissements de 
x,y, et cela m&me apr&s une transformation de coordonn£es; 
c'est-a-dire qu'en un point singulier les d6riv£es du z sont 
ind£termin£es, infinies ou discontinues. 

Nous ne nous occuperons ici que des surfaces dont liqua- 
tion e»t de la forme 

/(*»rt *) = o> 

/designant une fonction toujours d£veloppable par la formule 
de Taylor pour des valeurs sufflsamment petites des accrois- 
sements de x, y, z. Les surfaces alg£briques sont dans ce cas. 

Nous avons vu que, si \ j- > ~ > j- n'^taient pas tous trois nuls, 

le lieu des langentes en ce point a la surface £tait un plan, et 
nous avons d£clar£ singulier tout point ou Ton avait a la fois 

df _ df _ df _ 

dx ~~ ' dy ~~ ' dz ~~ 

Theoreme I. — En un point singulier, le lieu des tan- 
gentes a la surface est un cdne du second degri, si toutes 
les dirwees du second ordre de f ne sont pas nulles. Sinon 
le lieu sera un cdne du troisieme degri, a moins que toutes 
les dirwies du troisieme ordre ne soient nulles, etc. 



46a CHAPITRE VI. 

En effet, l'equation d'une tangente est 

X — x _ Y— y _ Z — z 

^ ' dx ~ dy dz 

dx, dy, dz d£signant trois quantit£s infinit£simales li6es entre 
elles par la relation 

f(x -+- dx, y -r dy, z-\- dz) = o, 

oh f(x,y, z) = o # . Si done 4~^ ^ 4z sont nuls, on a » P ar 1* 
formule de Taylor, 



r^/^^.^v 



- dydz-h. . . 



dx 1 -+- a \ dydz -+- . . . -+- to = o, 



to designant des termes du troisieme ordre, que Ton peut 
n^gliger. L'elimination de dx, dy, dz entre cette formule et 
(i) donne le lieu des tangentes 

ce lieu est un c6ne du second degr6, et Ton voit sans peine 
qu'il serait du troisi&mc si toutes les d6riv6es secondes de/ 
etaient nulles. 

On appelle points doubles tous ceux pour lesquels le lieu 
des tangentes est un c6ne du second degr£; points triples 
ceux pour lesquels le lieu des tangentes est un c6ne du troi- 
si&me degr£, etc. 

Nous voyons que, pour qu'un point soit un point simple 
d'une surface, il faut une condition 

/=o; 

pour qu'un point soil double, il faut 4 = H- 3 conditions 

/=o, 

d f *f V 

dx ty dz ' 
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pour qu'un point soit triple, il en faut i -+- 3 -f- 6 =. i o : 

/=o, 

df df df 

dx 1 dydz 

En g&n&ral, pour qu'un point soit d'ordre p, ilfaut 



I+3 + 6 + ...+ 



6 



conditions. 

Ainsi assujettir une surface du second degri a avoir un 
point double en un point determine de Uespace, cest V as- 
sujettir & quatre conditions ; done les c6nes ay ant leur som- 
raet donn6 ne peuvent plus &lre assujettis qu'a cinq condi- 
tions, ce que l'on savait. 

Supposons que l'on prenne pour origine des coordonn^es 
un point d'ordre de multiplicity p\ liquation de la surface 
prendra la forme 

f p d6signant un polyndme du degr£ p en x, y, z',f P +i un 
polyn6me du degr6 p -f- 1 , . . . . Le c6ne des tangentes a Tori- 
gine aura pour Equation 

/p = °- 

Coupons la surface par la droite 

* = «p, y = Pp, z = YPi 
nous aurons 

o=P"//>(«> P»Y)-+-P /,+1 //»4-i(«, ?,?) + ••■• 
Cette Equation a/? racines nulles; done : 

Theoreme II. — Toute droite passant par un point 
d'ordre p doit itre censie rencontrer la surface en p 
points coincidents. 
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Cependant, si Ton a /^(a, [3, y) = o, c'cst-a-dire si la 
droite est une generatrice du cdne tangent, elle ren- 
contrera la surface en p -\-\ points coincidents, car liqua- 
tion en p aura/? 4- 1 racines nulles. 

Enfin, si Ton a a la fois 

Liquation en p aura p-h 2 racines nulles; done il existe 
sur le cdne tangent p(j> -f- 1) generatrices rencontrant la 
surface en p -4- 2 points confondus en un seuL 

En particulier, les tangentes en un point simple rencon- 
trant la surface en deux points confondus, deux d'entre 
elles rencontrent la surface en trois points confondus. Ce 
sont les asymptotes de l'indicatrice. 

Ainsi les asymptotes de V indicatrice sont des droites 05- 
culatrices, ayant avec la surface un contact du deuxieme 
ordre. 

II pourra enfin arriver que l'equation f p+2 = o admette 
des solutions de/ / , = o, fp+\ =0, et, dans ce cas (excep- 
tionnel, il nefaut pas Toublier), certaines tangentes pourront 
rencontrer la surface en plus de p -4- 2 points. 

II va sans dire que les plans passant par un point multiple 
d'ordre p couperont en general la surface suivant des 
courbes pr^sentant des points multiples d'ordre p. 

Supposons qu'il s'agisse d'un point double, le c6ne des 
tangentes sera du second degre" : 

i° Le cdne des tangentes est un cdne riel ou imaginaire 
proprement dit. 

Le point multiple est alors un point conique, si le cdne 
est r£el, ou un point isol£, si le cone est imaginaire. 

2 Le cdne des tangentes se riduit a deux plans dis- 
tincts. 

Le point multiple est dit point double biplanaire. 

3° Le cdne des tangentes est un plan double] alors le 
point est dit uniplanaire. 

Lorsque le cdne des tangentes en un point est d'un degre 
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suplrieur, on d^finit ordinairement la nature du point mul- 
tiple en indi quant la nature du c6ne en question. 

II existe sur quelques surfaces des lignes singulis res, le 
long desquelles tous les points de la surface sont singuliers. 
Pour qu'il existe sur une surface une p are i lie ligne, il faut 
que les £quations/=o de la surface et ses deriv^es/*! = o, 
f 2 = o, / s = o aient une solution continue. 

Une ligne singuliere est une ligne double, triple, . . • , 
quand elle est l'intersection de deux, trois nappes de la surface. 

XIX. — Points singuliers des courbes gauches. 

Consid^rons une courbe gauche definie par deux Equations 
alg£briques 

(0 ?(X, Y, Z) = o, +(X, Y, Z) = o. 

Transportons Torigine au point (#, y, z) de cette courbe, et 
posons 

(2) X = *+•$, Y= <r -+-7 i , Z = i + {, 

les Equations (i) et (2) deviendront, en leur appliquant la 
formule de Taylor et en observant que <p(#,,X, z)etty (#, y y z) 
sont nuls, 

do do „ do 

, = ^^-^ + "' 

(1 bis) { 

„ db dty v db 

co et nj designant des termes du second ordre en £, 7j, £. Si 
Ton fait £ = pa, y\ = p[3, £ = py, a, (3, y designant les pro- 
jections de la longueur un, portee dans la direction $, t;, £ 
sur les axes de coordonn^es, on a 

(ibis) 1 7 

L. — Traite d' Analyse, II. 3o 
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ci>i et t?i d£signant des quantit£s finies pour p = o. Ces deux 
Equations font connailre les coefficients directeurs de la se- 
cante issue du point (x,y, z) et termin£e a un point quel- 
conque x + !;, y -h 7), z -+- £ de la courbe, et, quand on fait 
converger p vers z6ro, les Equations 

dy dtp do 

(3) < J 

dx r dy ' oz 

font connailre les coefficients directeurs de la tan gen te a la 
courbe, a savoir 

' <T. *> ^ <>(-,*) ' d(x t y) 

En g£n£ral, ces rapports ont des valeurs bien d6 terrain ees, 
et la tangente rencontre la courbe en deux points confondus; 
il n'y a d'ailleurs qu'une seule droite rencontrant la courbe 
en deux points confondus en x, y, z. Toutefois, la tangente 
pourra avoir avec la courbe un nombre de points communs 
en x, y, z sup£rieur a deux : c'est ce qui arriVerait si les va- 
leurs de a, (3, y tiroes de (3) ou (3 bis) annulaient a^ et roj. 
Avant d'examiner le cas ou les trois determinants qui 
figurentdans (3 bis) seraient mils, nous en supposerons deux 

mils, pour faire observer que le rapport -j- est ind£termin£ ; 

si Ton suppose, par exemple, a = [$ = o, la tangente a la 
courbe gauche est bien determine ; mais, comme cette tan- 
gente est paraltele aux z, sa projection se r£duit a un point 
sur le plan des xy. On sail, en effet, que, dans ce cas, la pro- 
jection pr^sente un rebroussement. 

Supposons maintenant que Ton ait a la fois 

m <*(?>*) _ n *(?>40 _ n <Ky, 40 _ n . 

{4) <*Cr,*) ' <*{*,*)-' d(*,y)~ ' 

a, [3, y sont indctermines et a-^ -f- [3 -r? -f- y2 est egal, a un 
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facteur pr&s, ^ a ?" + ?r+T?-' ou > s * l' on veut, on a . 

do dty __ do b dty do # ety __ > m 

dx ' dx dy'dy~~dz*dz ' 

les surfaces (1) sont tangentes, et Ton peut reraplacer le sys- 
teme (2) par le suivant, obtenu en combinant les Equations 
de ce syst&me par voie d'addition 

do a do do 

= p((Oi — Xroj), 

ou, en divisant la seconde par p et en remplacant to { et m t 
par leurs valeurs 

tb 2 d£signant une quantity finie pour p = o. Si alors on fait 
tendre p vers z£ro, on obtient en g6n£ral deux. Equations 
limites qui feront connaitrerfew.r valeurs des rapports a : [3 : y; 
nous sommes en presence d'un point double. 

Nous nous arr£terons ici ; on voit sans peine comment on 
devrait continuer la discussion, qui pr£sentera de grandes 
difficult^ dans la pratique, a cause des Equations a plusieurs 
inconnues que Ton peut &tre oblig6 de consid^rer. Nous 
fixerons seulement Tattention du lecteur sur deux points : 

Ne doivent 6tre considir^s comme points singuliers dans 
les courbes gauches que ceux ou les coefficients directeurs 
de la corde infiniment petite sont discontinus ou inditer- 
mines. 

Ainsi, la presence d'un point singulier dans la projection 
d'unc courbe gauche ne d6c&le en aucune fa^on la presence 
d'un point singulier dans la courbe elle-m^me. Si, par 
exemple, une projetante parallfele a l'axe des z rencontre la 
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courbe gauche en deux points, son pied sur e plan des xy 
sera un point double. 

Lorsgue deux surfaces se touchent, leur intersection 
presente ordinairement un nceud au point de contact. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Liquation aux rayons de courbure principalis, en coordonndes 
semi-polaires est 

~ (a' a' — &'«) — 5 (ac' -+- ca' — bb') -+■ ac - 6* = o, 

formule ou Ton a pose 

"-*(£)"*i(S)'- 



d*z dz , . /dz\* 

. d*z dz ,, dz dz 



d*z . /dz\* 



'—(£)' 



2. Le lieu des centres de courbure principaux d'une surface deve- 
loppable est la surface rectifiante(p. 388) de son arete de rebrousse- 
ment. 

3. Soient 

- la courbure d'une surface dans une direction donnee ; 

P 

i Tangle que cette direction fait avec sa conjugude ; 

R et R' les rayons de courbure principaux de la surface, 

on a 

i sini / i i \ i 

o» 



i sini / i i \ i __ 

P* + T~ \ R ~*~ R 7 / "*~ RR' "" 

(Nicolaides, Comptes rend us; i865.) 



4. Dans Thyperboloide dont le cone asymptote possede trois gene- 
ratrices formant un triddre trirectangle, la cordenormale est moyenne 
harmonique entre les deux rayons de courbure principaux. 
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5. Trouver le lieu des centres des surfaces du second degre* de 
revolution, osculatrices entre elles en un point donn6. 

6. Trouver l'equation des surfaces du second degr£, osculatrices en 
un point donn6 d'une surface et ayant un sommet au point d'oscu- 
lation. — Lieu des centres de ces surfaces. 

7. 6tant donne* un system e de surfaces du second degre homofo- 
cales, trouver le lieu de leurs ombilics. 

8. Parmi les surfaces du troisteme degr£, y en a-t-il qui possedent 
une ligne ombilicale, c'est-a-dire dont tous les points soient des 
ombilics ? 

9. Trouver les ombilics de la surface des ondes (p. 387). 

10. La surface des ondes a-t-elle des points paraboliques ? 

11. lhant donnee une fonction/tle trois variables x, y y z coor- 
donn£es d'un m£me point (fonction de point d'apres La m6), demontrer 
que Ton peut toujours prendre des axes de coordonnles, tels que la 

d % f d*f &f 
fonction ait en un point donn6 des de>ivees % ** > _. \ > , *\ nulles. 

r oyoz dzox oxoy 

12. Par Torigine des coordonnees ou m£me des droites egales et 
paralleles aux rayons de courbure principaux d'un ellipsolde, etudier 
le lieu des extr£mit6s des droites ainsi menees. 
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